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摘  要 

 I

论文题目：非线性动力系统及复杂网络同步与辨识方法研究 
学科专业：控制理论与控制工程 
申 请 人 ：孙志勇 
指导教师：司刚全 

摘  要 

同步是在自然界以及人类社会中广泛存在的一种现象，如神经元细胞节律的同步、

鸟群的聚集、社会群体意见的趋同、掌声的同步等；同时，在技术和工程领域中也有

大量的同步策略的应用。近年来，关于混沌系统的同步、分数阶动力系统的同步以及

复杂网络的同步等话题引起了诸多领域研究者的关注。 
本文针对非线性动力系统与复杂网络同步及辨识的几个具体问题进行了研究，提

出了一系列的新思路和新方法，主要包括： 
针对相同维数以及不同维数的不确定动力系统之间的修正函数投影同步问题，基

于 Lyapunov 稳定性定理和自适应控制方法，设计出同步控制器的通用形式以达到状态

变量的全维同步；同时设计参数更新方程，从而辨识出全部的未知参数。 
对于含不同阶次的混沌系统的同步问题，基于分数阶微积分的运算性质以及分数

阶系统的稳定性定理，提出一种通用且可行的通用控制器形式，实现了整数阶与分数

阶系统的同步以及不同阶次的分数阶系统的同步。 
研究了不确定分数阶复杂网络的未知参数及网络拓扑的辨识问题，运用基于自适

应同步的方法给出了辨识方案，推广了现有文献中关于复杂网络辨识的结果，并且讨

论了影响分数阶网络成功辨识的因素。 
对于含不确定参数的动力系统及复杂网络的自适应同步设计问题，在回顾了部分

文献结果的基础上，我们给出了更新方程的正确设计方法，分析了辨识函数线性独立

性质对参数辨识过程的影响。当辨识条件不满足时，我们提出了保证系统参数或网络

拓扑正确识别的措施。 
 

关 键 词：同步；复杂网络；分数阶微积分；参数辨识；自适应控制 
 
论文类型：理论研究 
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Title: Research on the Synchronization and Identification of Nonlinear 
Dynamical Systems and Complex Networks  

Speciality: Control Theory and Control Engineering 
Applicant: Zhiyong Sun 
Supervisor: Dr. Gangquan Si 

ABSTRACT 

Synchronization is a universal phenomenon widely existed in the nature and the human 
society, such as the collective synchrony in the neuron cells, the flocking of the birds, the 
consensus of the social opinions and the self-organizing synchronization of the audiences’ 
applauses. In addition, the principles of synchronization have also been widely used in the 
technological and engineering field. In recent years, some hot topics such as the 
synchronization of chaotic systems, the synchronization of fractional dynamical systems and 
the synchronization of complex networks have attracted the attention among the researchers 
in many fields.  

 
This thesis is devoted to some specific issues in the research topic of the synchronization and 
identification of nonlinear dynamical systems and complex networks. Some novel ideas and 
approaches have been proposed within each chapter of this thesis, which are listed as 
follows.  

 
We investigated the MFPS and parameter identification of uncertain dynamical systems with 
identical structures and non-identical structures (or dimensions). Based on the Lyapunov 
stability theorem and adaptive control method, we have designed a universal controller to 
achieve the synchronization in such cases as well as the parameter updating laws to identify 
the unknown parameters.  

 
We studied the synchronization problem between systems with different orders. According to 
some essential properties of fractional calculus and the stability theorems of fractional order 
systems, we propose a novel method for designing the controllers. Based on this method, we 
have achieved the synchronization between integer order systems and fractional order 
systems, as well as the synchronization between different fractional order systems with 
non-identical orders. 

 
According to the synchronization-based identification concept, we have proposed a feasible 
method for the identification problem of uncertain fractional order complex networks with 
unknown parameters and topologies. The proposed method has generalized the current result 
from the literature concerning on network identification. In addition, we further discussed 
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the impacts of some factors which have direct influence on the identification process. 
 

Some reported schemes on the adaptive synchronization design of dynamical systems and 
complex networks with unknown parameters have been revisited. We reviewed and 
commented on some synchronization schemes with defects from the recent literature. The 
importance of the linear independence condition on the identification process has been 
stressed. Furthermore, under the case that this condition is not satisfied, several measures 
have been proposed to guarantee the successful identification and estimation of the unknown 
system parameters or the network topologies. 
 
KEY WORDS: Synchronization; Complex network; Fractional calculus; Parameter identification; 
Adaptive control  
 
TYPE OF THESIS: Theoretical Research 
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1   绪论 

1.1 研究背景 

1.1.1 自然界与人类社会中的同步现象 
同步是自然界中十分常见的一种现象。早在 17 世纪，荷兰的科学家惠更斯就观察

到同一横梁上的钟摆的同步运动[1]。随后，人们在自然界很多地方都观察到同步的现象，

比如生物体内时钟的同步、神经元细胞节律的同步、鸟群的聚集、夏日中蝉的集体鸣

叫、夏日夜晚的青蛙齐鸣、萤火虫的集体发光等。在专著[2]中，列举和收集了许多存

在于自然界中常见的同步现象。 
事实上，除在自然界中，在人类生活以及社会中也存在大量的同步现象。比如群

体意见的形成、同一公司的员工因长久接触而习惯趋同等。一个十分有趣也十分典型

的现象是剧院掌声的同步：一开始人们的掌声是错落无规律的，然而随着时间推移，

掌声会逐渐向着统一的节拍和频率靠近，从而 终达到一致。文献[3]通过记录实际的

掌声序列，以非线性动力学的观点研究了这一现象。 
正如惠更斯 早所指出的那样，钟摆的摆动同步是因为悬挂钟摆的横梁之间的相

互作用。事实上，同步的发生，来源于两个（或多个）系统之间存在的相互关系或者

耦合作用，从而造成其状态、演化等逐渐趋于一致。这是同步现象发生的 基本的原

因所在。比如，研究者观察到自然界中生物种群的数量演化在表面的复杂现象中又呈

现出内在周期性有规律的起落，文献[4]通过构建一类空间广义生物模型（spatially 
extended ecological systems），将实测时间序列与构建模型对比，揭示出种群起落有着

相同步（phase synchronization）的内在规律。又如，纳米振子之间有旋转力矩的相互

影响， 近的研究[5]表明正是这种影响使得振子的相位锁定一致，而这个思想与自然界

中的萤火虫集体发光的现象机理是一致的。 
对于自然界或人类社会中存在的其他更复杂的趋同行为，许多研究者希望能从数

学或物理角度得到更清晰的机理分析，或者通过同步的思想去得到解释。这使得同步

的研究一直是物理学、非线性科学、生理医学等多个领域中的热点话题[6-8]。 
总而言之，同步是复杂系统中因自组织和相互耦合导致的一种特有现象。正如文

献[2]的书名所指出的一样：同步是非线性科学中的一个普适概念（Synchronization: A 
Universal Concept in Nonlinear Sciences）。  

1.1.2 技术工程领域中的同步应用 
在与我们生活密切相关的很多方面，都能看到同步概念或同步策略的应用。例如，

在计算和工程领域中，存在着以网络形式互相耦合的分布式系统，在同一个目标的约

束下，需对这些分布系统施加协调控制，以使其达到某种指标的一致；另外，随着分
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布式系统规模的日趋增大，这个工作也变得越来越有挑战性[9]。又如在机械传动领域中，

很多情况下需要多个机器或部件（如杆件、转轴、活塞等）同时动作或者有相同的速

度、角速度、相位等，从而达到 优的控制效果[10]。 
了解自然界中的同步现象背后的机理，有助于人们更好地利用同步。文献[11]用

Kuramoto 模型来分析电网里的振荡及同步发生的原因，这对于如何优化设计电网结构

有很好的借鉴意义。另外，在有些场合或有些时候同步是有害的，此时可通过分析同

步的发生机理来抑制或消除同步的发生。比如生理学中病变脑同步节律导致一些精神

上疾病的发生，文献[12]通过分析同步节律发生的机理，提出一种延时反馈控制的方法

来抑制同步节律的产生。另一个典型的例子可见文献[13]：2000 年 6 月英国伦敦桥落

成时，成千上万的人同时通过大桥导致桥体产生大幅摆动。这个事件发生后，人们对

桥进行了修正，使其能吸收行人通过而产生的大量同步共振能量，从而尽量消除事故

的发生。  
由同步（synchronization）概念所引申的一致性（consensus）的概念，也正在日益

受到控制学科的研究者的关注。近几年来，多智能体的一致性、无人机的协调驾驶、

分布式传感器协调定位、多飞行器的编队控制等研究话题成为国际控制学界的研究热

点 [14-15]；国际控制学界的几本主流控制期刊如 Automatica、IEEE Transactions on 
Automatic Control、Systems and Control Letters 等几乎每期都会有这方面的论文。 

同步还可以用来揭示动力系统或复杂网络的内部信息，比如文献[16]阐释了如何通

过同步过程来了解复杂网络的拓扑尺度或者社团结构。利用同步的概念来识别或揭示

系统的未知参数，在 近十年来吸引了很多研究者的研究兴趣，这点将在 1.2.4 节详述。 
在动力系统同步的研究中，一个十分热门的方向是混沌系统的同步，这点将在 1.2.1

节详述。 

1.2 国内外研究概况与研究热点 

1.2.1 混沌系统的同步 
自从 Lorenz 从气象学的对流运动中提出第一个混沌系统后，从上世纪半叶一直到

现在，混沌学研究的热潮一直没有停止过。 初人们认为混沌是难以控制的，但 1990
年 L.M. Pecora 和 T.L. Carroll 发表在 Physical Review Letters 上的一篇关于混沌同步的

开创性文章[17]改变了人们的看法，混沌同步的研究成为非线性动力学领域的研究热点。 
到现在为止，人们提出了多种同步混沌系统的方法。除了 L.M. Pecora 和 T.L. Carroll

所提出的驱动-响应法外，还有线性反馈、主动控制、自适应控制、滑膜控制、反推控

制等多种方法[18-19]。除了 早被研究的完全同步（complete synchronization）外，人们

还提出或者发现了其他多种同步形式，如相同步（phase synchronization）、广义同步

（generalized synchronization）、投影同步（projective synchronization）、延迟同步（lag 
synchronization）等等[4,19-20]。 

混沌系统同步研究的主要应用是在保密通信领域。因混沌信号本身的初值敏感、
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非周期、类噪声等特性，使得混沌系统特别适合信息的隐藏和加密。混沌同步的研究

为保密通信方案提供了信号隐藏和恢复的可行手段，目前人们已经提出多种保密通信

方案，如信号掩盖、混沌键控、参数调制等[21]。另外，混沌系统以及混沌同步的研究

也在其他很多领域，如生物工程、化学、经济学甚至是音乐、艺术等人文领域，都有

着广泛的应用[21-22]。 

1.2.2 分数阶动力系统的控制与同步 
分数阶微积分是常规整数阶微积分概念的扩展， 早可见于 1695 年 L’ Hospital 给

莱布尼茨的通信里，首次提出的半阶导数（ 1/2 1/2/d x dx ）的概念。在长达几个世纪的发

展中，包括莱布尼茨、拉普拉斯、欧拉、傅里叶等在内的许多数学家都对分数阶微积

分的研究作出了有重要意义的工作。然而分数阶微积分理论及其应用研究的兴起，却

是 近几十年的事。力学、复杂物理、生物工程等许多领域的建模问题是推动分数阶

微积分发展的主要动力。研究者发现，分数阶微积分在描述具有分形、湍流、粘弹性、

反常扩散等实际物理现象或物理系统时，相对于常规微积分而言有着更强大的优势。

在专著[23]中，作者列举了分数阶导数用于力学与工程建模的大量实例。另外，在进入

本世纪以来，分数阶建模与控制的方法和理论已经渗透到高能物理、系统控制、经济

学、生物医学工程等诸多领域中[24-25]。 
对于分数阶系统的控制， 近几年来一直是控制学科中的活跃分支。早在 1996 年，

Matignon D 就给出了分数阶线性系统的稳定性定理[26]，而 1999 年 Podlubny I 提出了分

数阶 PID 的概念[27]，这些工作对于控制分数阶动力系统的研究有着深远的影响。目前，

人们在分数阶系统能观能控性分析、非线性分数阶系统控制、分数阶系统辨识等方向

都取得了较大进展[28-29]。 
在分数阶动力系统的研究中，分数阶混沌系统也一直吸引着众多研究者的兴趣。

人们在尝试用分数阶微积分来描述一个常规混沌系统时，会得到一系列有趣也有意义

的结论。比如，Hartley TT 等[30]在研究分数阶 Chua 电路时，发现总阶数小于 3 时，系

统仍能保持混沌特性，这与常规的整数阶混沌系统所得到的结论（若使系统保持混沌

状态，则阶数不能小于 3）并不一致。Grigorenko I 等[31]研究了分数阶 Lorenz 系统的动

力学特性；随后，许多动力系统模型（如 Van der Pol 振子模型、Duffing 模型、

Lotka-Volterra 生物系统等）以及混沌系统（如 Rössler 系统，Chen 系统、Lü 系统等）

都被扩展到了分数阶导数来描述。在 Ivo Petráš 近所著的一本专著[32]的第五章中，

分析了许多分数阶动力系统的特性以及控制方法。另外，人们也将整数阶混沌系统的

许多同步方法（如线性反馈控制、主动控制、主动滑模控制等），也扩展并应用到分数

阶混沌系统的同步之中，并取得了较好效果[33]。 

1.2.3 复杂网络的动力学及同步 
复杂网络的概念其实很早就有，例如在上世纪 60 年代人们就提出了随机网络的模

型。但是复杂网络的研究热潮却出现于 近十多年，这源于两篇开创性的文章，即 1998
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年 Watts 和 Strogatz 所提出的小世界网络模型[34]以及 Barabasi 和 Albert 提出的无标度网

络模型[35]。随后，包括数学、控制工程、物理、社会学等诸多领域的很多研究者都加

入到复杂网络的研究中，试图以复杂网络的视角，对现实生活中存在的网络现象进行

建模、实证分析以至于预测。2009 年 7 月的《science》杂志出版了一期“complex systems 
and networks”的专辑，2010 年国内的《复杂系统与复杂性科学》杂志在也出了一期“网

络科学”专刊，对生物网络、网络拓扑、网络同步与辨识等网络科学的多个研究课题

的发展进行了梳理。 
复杂网络的同步研究可以看成是对耦合动力系统同步问题的推广，然而其研究方

法及难度却不同于后者。2002 年，Wang 和 Chen 提出如下的耦合动力网络模型[36] 

, 1
( ) ( ) ( ( ) ( )),    1, 2, , .

N

i i ij j i
j i j

x t f x c A x t x t i N
≠ =

= + − =∑  (1-1) 

其中， N 为网络的节点数，每个节点n 的动力学方程 ( ) ( )i ix t f x= ，既可以是常规动力

方程也可以是复杂混沌系统或神经元系统， A是内部耦合强度矩阵， ( )ij N NC c ×= 是表

示网络拓扑结构的耦合矩阵，若节点 i有连接通向节点 j ，则 0ijc θ= > （θ 为连接的边

数），否则 0ijc = 。这个模型为人们研究复杂网络的同步提供了一个切入点，后来的许

多研究者将其推广到离散网络、自适应网络、非线性耦合网络、时滞网络等多种网络

模型中[37-38]。 
另外，在 近几年内，分数阶网络的同步或分数阶智能体的一致性也吸引了部分研

究者的兴趣。如文献[39]首先提出了分数阶加权网络模型，并分析了用牵制控制（pinning 
control）的方法来控制和同步分数阶网络的性能；而文献[40]则研究了星型连接的分数

阶复杂网络的同步问题。这些研究发现，相对于整数阶网络而言，分数阶复杂网络有

着其独特的动力学特性。 

1.2.4 基于同步的参数辨识方法 
利用同步来辨识系统的未知参数，其基本思想是构造一个与原有模型结构一致的

响应模型（或称计算模型），在两者之间施加耦合控制器，使得原有模型和响应模型的

状态演化趋于一致，并根据同步误差 小化的准则设计参数更新律来估计未知参数。 
基于同步的辨识方法 早可见 Parlitz U.在 1996 年的一篇论文[41]，其中 Parlitz U.

对 Lorenz 系统中的未知参数分别设计了参数更新律，根据观测得到的 Lorenz 系统状态

序列， 终得到了系统的真实值。但随后有其他研究者怀疑这种方法是否一定能辨识

所有未知参数的真实值。2004 年的一篇评论文章[42]指出 Parlitz U.论文的结果[41]缺少严

格的理论分析，认为仅以数值仿真来证明参数的成功辨识是不可靠的；之后的又一篇

评论文章[43]运用 LaSalle 不变集理论，对文献[41]的结果给出了严格的理论分析。Huang
在文献[44]中的分析认为，动力系统状态信号的混沌特性是辨识成功的必要条件。其实

这个论断仍然不准确。在文献[45]中，Lin 等针对 Huang 在文献[44]的论断举出了一个

反例，并 终证明线性独立的条件才是保证辨识成功的充分条件。事实上，基于自适
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应同步的辨识方案与自适应控制领域中的自适应观测器设计的理念是类似的，Antonio 
Loría 在文献[46]中详细论述了两者的关系。 

复杂网络的拓扑直接决定复杂网络的功能，因此拓扑的辨识在复杂网络的研究中

是一个很有意义也很重要的工作。Yu 和 Righero 等人 早将基于同步的辨识方法应用

到复杂网络的拓扑估计中[47]，随后 Wu 等[48]将这种方法应用到加权网络的拓扑识别中。

但他们的工作都忽视了拓扑识别的必要条件。国内武汉大学的陆君安小组在网络拓扑

识别方向做了很多有意义的工作，而且正确推导出了网络辨识的充要条件[49-50]。 

1.3 本文完成的主要工作和结构安排 

本文讨论了动力系统与复杂网络同步和辨识的几个具体问题，对同结构以及不同

维数的动力系统之间的全状态同步与辨识、整数阶及分数阶混沌系统的同步、分数阶

复杂网络的辨识、带不确定参数的动力系统的同步设计等几个话题提出了一系列新思

路和新方法。具体内容和结构安排如下：  
第 2 章主要讨论相同维数以及不同维数的动力系统之间的修正函数投影同步

（modified function projective synchronization）问题，基于 Lyapunov 稳定性理论和

LaSalle 不变集理论给出了同步控制器的设计形式和未知参数的更新方程，并且推广了

部分文献的结果。 
第 3 章针对整数阶与分数阶混沌系统的同步问题，基于分数阶微积分的运算性质，

通过设计子控制器将该问题转化为常规整数阶系统的同步设计，并给出了一种通用方

法。  
第 4 章是第 3 章内容的推广，讨论不同阶次的分数阶动力系统的投影同步，基于

分数阶线性系统的稳定性定理和分数阶微积分的运算性质，给出了设计同步控制器的

一种简单可行的方法。 
第 5 章针对不确定分数阶复杂网络的参数估计和拓扑辨识问题，基于自适应同步

的方法给出了完整的理论解答，同时讨论了影响分数阶网络成功辨识的因素。 
第 6 章针对含不确定参数的系统或网络的自适应同步设计问题，回顾和修正了部

分文献中的不准确结果，讨论了线性独立条件与持续激励条件的关系以及这两个条件

不满足时的典型情况，并提出了几项措施以保证参数或拓扑的正确识别。 
后一章是结论及展望，对全文的研究工作进行了总结，并对未来的研究提出了

几个方向。 
 
 
Equation Chapter (Next) Section 1 
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2   同（异）结构不确定动力系统的 MFPS 同步及参数辨识  

2.1 引言  

早期关于动力系统同步的研究多局限于两个全同的系统（如文献[17,51]的工作），

后来人们将同步方案推广到两个不恒同的系统中，如文献[52]基于主动控制法（active 
control）研究了 Rössler 系统与 Chen 系统之间的同步问题。然而关于不同维数的系统

之间的同步问题，则较少文献涉及。事实上，在很多领域所观察到的的同步现象，不

仅能存在于不同结构的系统之间，甚至能存在于不同维数的系统之间[53]。因此，研究

不同维数之间的系统同步也有着很重要的意义。 
近，Du 等[54]提出了一种新的同步形式，称为修正函数投影同步（modified function 

projective synchronization，MFPS）。在 MFPS 中，响应系统能同步到驱动系统的投影函

数而不是状态本身，而且每个状态之间的函数不尽相同，将其应用于保密通信中将显

著提高保密性能。另外，这种同步形式也涵盖了之前其他研究者提出的多种同步方式，

是一种更为广义的同步。因此本章研究不同结构（维数）之间的 MFPS；同时，我们假

设驱动系统和响应系统的参数都是未知的或者不确定的。我们将设计控制器以及参数

辨识律，使得不全同的两个动力系统既能达到全状态的 MFPS 同步，又能辨识全部的

未知参数。 

2.2 MFPS 同步的定义 

考虑如下驱动与响应系统 

( )
( ) ( , , )t

=
= +

x f x
y g y x yψ

 (2-1) 

其中， x , y 是系统状态变量， f , g 是函数向量， ( , , )tψ x y 是响应系统中的控制函数

项。定义同步误差为 

( )t= −e y xΔ  (2-2) 

其中， ( )tΔ 是 n 阶对角矩阵函数，即 1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))nt diag t t t= Δ Δ ΔΔ  ( ( )i tΔ  是连续可

微且有界的函数且有 ( ) 0i tΔ ≠ )。若存在函数矩阵 ( )tΔ 使得 lim || ( ) || limt tt→∞ →∞=e  
|| ( ) || 0t− =y xΔ ，则称驱动与响应系统可实现 MFPS 的同步。  
 

注 2.1 若 1 2( ) ( ) ( )nt t tΔ = Δ = = Δ ，则驱动系统与响应系统实现函数投影同步（function 
projection synchronization）。若 ( )i tΔ 取非零常数值，则 MFPS 退化为为通常的投影同步
[55]（projective synchronization）。进一步的，若常数值取为-1 或者 1，则驱动系统与响
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应系统可分别实现反同步 [56]（ anti-synchronization）或者完全同步 [17]（ complete 
synchronization）。简而言之，MFPS 是一种更为广义和通用的同步概念，涵盖了之前文

献中研究的多种同步形式。 

2.3 MFPS 同步及参数辨识方案 

假设驱动系统与响应系统中的参数均未知，将式(2-1)重写如下：  

1 1

2 2

( ) ( )      
( ) ( ) ( , , )  t

= + →

= + + →

驱动系统

响应系统

x F x G x
y F y G y x y

Φ
Θ ψ

 (2-3) 

在驱动系统中， 1

11 2( , ) n
nx ,x , x R∈x = 是系统状态变量向量， 1 1

1 : n nR R→F  是连续的函

数向量， 1 1 1
1 : n n mR R ×→G 是参数依赖的函数矩阵， 1mR∈Φ 是参数向量。在响应系统中，

2

21 2( , ) n
ny , y , y R∈y = 、 2 2

2 : n nR R→F 、 2 2 2
2 : n n mR R ×→G 、 2mR∈Θ 有着类似的定义。 

( , , )t x yψ 是控制器。注意 1n 表示驱动系统的维数，而 2n 表示响应系统的维数。 
下面我们将给出控制器以及参数辨识律的通用设计方法，并将其扩展至驱动系统

与响应系统有着不同维数的情形中。  

2.3.1 驱动系统维数等于响应系统维数 
这种情况下响应系统与驱动系统有着相同的维数，根据 MFPS 同步的定义，误差

系统为 ( ) ( )t t= − −e y x xΔ Δ ，将式(2-3)代入，则 

2 2 1 1( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ] ( ) ( , , )t t t= + + − +e F y G y F x G x x x yΘ − Φ ψΔ Δ  (2-4) 

令Φ̂  及 Θ̂  表示未知参数的估计值。根据主动控制法[52]及自适应控制方法[57]，控制

器设计为  

1 2 1 2
ˆˆ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t= − + + −x y F x F y x G x G y eψ Φ Θ − ΚΔ Δ Δ  (2-5) 

参数辨识律采取如下形式 

1 1

2

ˆ [ ( ) ( )] ( ) ( )

ˆ ( )

T T

T

t t⎧ = − = −⎪
⎨
⎪ =⎩

G x e G x e

G y e

Φ

Θ

Δ Δ
 (2-6) 

在控制器函数(2-5)中， 1 2( , , , )ndiag k k k=Κ 表示各个状态变量的控制器的控制增益，

可通过调整Κ 值得到不同的同步速度。  

式(2-4)中，很显然 ˆˆ( , ,= = )0e = Φ Φ Θ Θ 是误差系统的一个平衡点。令 ˆ= −Φ Φ Φ 及 
ˆ= −Θ Θ Θ 表示参数的估计误差。选取如下的 Lyapunov 函数  

( / 2T T TV = + + )e e Θ Θ Φ Φ  (2-7) 

对式(2-7)沿着误差系统项(2-4)求微分，可得（注意到 ˆ= −Φ Φ 及 ˆ= −Θ Θ ） 
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2 2 1 1

1 2 1 2

1 2

2 1

   { ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ] ( )
ˆˆ             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }

      [ ( ) ( ) ] [ ( ) ]
ˆ ˆ   [ ( )( ) ( ) ( )( )]

T T T

T

T T T T

T

V
t t

t t t

t

t

= + +

= + + −

− + + −

+ + −

= − − − +

Φ Φ Θ Θ
Θ − Φ

Φ Θ − Κ

Φ Θ

Θ Θ Φ Φ

e e
e F y G y F x G x x

+ F x F y x G x G y e

G x e G y e

e G y G x

Δ Δ

Δ Δ Δ

Δ

Δ 1 2[ ( ) ( ) ] [ ( ) ]

   0

T T T T T

T

t + − −

= − ≤

Φ Θ Κ

Κ

G x e G y e e e
e e

Δ

 

 (2-8) 

0V = 仅在 0e = 时成立，根据 Barbalat 引理，可得 → 0e 在 t → ∞时成立，即实现 MFPS，
但此时并不能推导出参数辨识成功的结论，我们所能得到的只有 ˆ = 0Φ 及 ˆ =Θ 0，要从

ˆ = 0Φ 及 ˆ =Θ 0推导出 = 0Φ 及 =Θ 0仍需满足其他条件才可。 
根据 Lasalle 不变集理论[58]， 大不变集M 为  

1 1 2
2 1{ , , | , ( ) ( ) ( ) }n m mM R R R t= ∈ ∈ ∈ 0 0e e = G y G x e =Φ Θ Θ − Φ − ΚΔ  (2-9) 

我们可得到 2 1( ) ( ) ( )t 0G y G x =Θ − ΦΔ 。为保证该方程有唯一解 = 0Φ 和 =Θ 0，（即未知

参数均被辨识到真值 ˆ =Φ Φ ， ˆ =Θ Θ ），需满足如下条件： 
 
线性独立(Linear Independence, LI) 条件: 在基于同步的参数辨识方法中，函数向量 

1 ( ) ( )T t− ΔG x  和 2 ( )TG y 在同步流形上需满足线性独立的条件。 

 
注 2.2. 该条件事实上与自适应控制中的持续激励 (Persistence Excitation, PE)条件[57]是

一致的，即在辨识未知参数时，必须提供频率足够丰富的输入信息。当线性独立条件

不满足时，参数辨识将会失败。 
 
推论 2.1 进一步假设驱动系统与响应系统结构相同，即 1 2=F F 以及 1 2=G GΦ Θ ，则控

制器和参数辨识律为 

1 1 1 1

1 1

ˆ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )]

ˆ [ ( ) ( ) ( )]T

t t t t

t

⎧ = − + + −⎪
⎨

= −⎪⎩

x y F x F y x G x G y e

G y G x e

ψ Φ − Κ

Φ

Δ Δ Δ

Δ
 (2-10) 

类似的，为使参数辨识成功，函数项 1 1[ ( ) ( ) ( )]t−G y G xΔ 必须满足线性独立（或持续激

励）的条件。有时函数项 1 1[ ( ) ( ) ( )]t−G y G xΔ 会随着同步过程而趋于零，此时格拉姆矩

阵 1 1 1 1[ ( ) ( ) ( )] [ ( ) ( ) ( )]
Tt

t
Q t t d

δ
δ

+
= − −∫ G y G x G y G xΔ Δ 需满足满秩的条件，即激励时间需长

于瞬态时间，更多讨论可见文献[59]。 
 
推论 2.2 假设驱动系统的参数Φ 已知，则控制器和参数辨识律（式(2-5)与式(2-6)）修

正为  
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1 2 1 2

2

ˆ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ( )T

t t t t⎧ = − + + −⎪
⎨

=⎪⎩

x y F x F y x G x G y e

G y e

ψ Φ Θ − Κ

Θ

Δ Δ Δ
 (2-11) 

 
推论 2.3 假设响应系统的参数Θ 已知，则控制器和参数辨识律（式(2-5)与式(2-6)）修

正为  

1 2 1 2

1

ˆ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ( ) ( )T

t t t t

t

⎧ = − + + −⎪
⎨

= −⎪⎩

ψ Φ Θ − Κ

Φ

x y F x F y x G x G y e

G x e

Δ Δ Δ

Δ
 (2-12) 

 

2.3.2 驱动系统维数大于响应系统维数 
在这种情况下，为取得不同维数的两个系统之间的 MFPS 形式的同步，可在响应

系统中增加辅助状态变量，将辅助变量设为 1 2' n nR −∈y ，即有 ' '( , , )t=y x yψ ，其中 
1 2'( , , ) n nt R −∈x yψ 是辅助控制器项，响应系统修正为  

2 2( ) ( ) ( , , )t= + +y F y G y x yΘ ψ  (2-13) 

其中， 

2 2
2 2

( ) ( ) ( , , )
, ( ) , ( ) , ( , , )

' 0 0 '( , , )
t

t
t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

y F y G y x y
y = F y G y x y

y x y
ψ

ψ
ψ

 (2-14) 

则控制器与参数辨识律修正为  

1 2 1 2

1

2

ˆˆ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ( ) ( )

ˆ ( )

T

T

t t t t

t

⎧ = − + + −
⎪⎪ = −⎨
⎪

=⎪⎩

ψ Φ Θ − Κ

Φ

Θ

x y F x F y x G x G y e

G x e

G y e

Δ Δ Δ

Δ  (2-15) 

其他的证明与分析过程与 2.3.1 节类似。 
 
注 2.3 此处对于不同维数的处理，与文献[60-61]所用的策略不同。文献[60-61]中采用

的是降维同步，即响应系统只与驱动系统中的部分状态变量达到同步。本文中通过构

建辅助控制器，可实现全维全状态的同步。  

2.3.3 驱动系统维数小于响应系统维数 
在这种情况下，驱动系统维数小于响应系统，借助广义同步的概念[20]，使得响应

系统中的其余状态变量可与驱动变量组成的变量函数 ( )xϕ 形成同步。设由变量函数组

成的辅助状态为 2 1' ( ) n nR −= ∈x xϕ ，其中， 2 1

2 11 2 , , n n
n n Rϕ ϕ ϕ −

−= ( , )∈ϕ 。令驱动系统中

的辅助变量的状态方程为 1 1' ( ) ( ) ( )= = +x x F' x G' xϕ Φ ，此时驱动系统修正为一个新的

2n 维的系统 
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1 1( ) ( )= +x F x G x Φ  (2-16) 

其中  

1 1
1 1

1 1

( ) ( )
, ( ) , ( )

( ) ( )'
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

F x G xx
x = F x G x

F' x G' xx
 (2-17) 

控制器与参数辨识律修正为  

1 2 1 2

1

2

ˆˆ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ( ) ( )

ˆ ( )

T

T

t t t t

t

⎧ = − + + −
⎪⎪ = −⎨
⎪

=⎪⎩

ψ Φ Θ − Κ

Φ

Θ

x y F x F y x G x G y e

G x e

G y e

Δ Δ Δ

Δ  (2-18) 

其余分析与证明过程与 2.3.1 节的情形 I 类似。 
 
注 2.4 如注 2.1 所指出的，MFPS 同步形式概括了一大类常见的同步形式；因此上文中

的理论结果（控制器以及未知参数更新律的设计方法）可直接推广到动力系统的投影

同步、反同步或者全同步等形式中。换句话说，相对于已有文献[52,54,62]中的结论，

本章中给出了一个更为一般的结果。  

2.4 数值实验：三维混沌系统与四维超混沌系统之间的 MFPS 同步  

在本节中，我们给出一个具体的例子来说明上述方法的有效性。 
将三维的 Sprott-L 系统[63]作为驱动系统，四维的超混沌 Lorenz 系统[64]作为响应系

统，两个系统分别描述为 

1 2 1 3

2
2 1 1 2

3 1 11

x x a x

x b x x
x c x

= +⎧
⎪

= −⎨
⎪ = −⎩

 (2-19) 

1 2 2 1 4 1

2 1 3 2 1 2 2

3 1 2 2 3 3

4 1 3 2 4 4

( )y a y y y
y y y r y y
y y y b y
y y y d y

ψ
ψ

ψ
ψ

= − + +⎧
⎪ = − + − +⎪
⎨ = − +⎪
⎪ = − + +⎩

 (2-20) 

响应系统中的多余变量 4y 可与由驱动变量组成的状态函数 ( )ϕ x 实现同步。在此，

我们设 1 2 3( ) x x xϕ = + +x ，即状态函数 ( )ϕ x 为各状态变量之和，定义 

32
12

12
1 1 1

1
12

3 1 1

0 0
0 0

( )    ( )    
0 01

1

xx
a

xx
b

x
c

x x x

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥= = = ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ −
⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

F x G x Φ  (2-21) 
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以及 

4 2 1 2

1 3 2 1 2
2 2

1 2 3 2

1 3 4 2

0 0 0
0 0 0

( )    ( )    
0 0 0
0 0 0

y y y a
y y y y r

y y y b
y y y d

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

ΘF y G y  (2-22) 

从式(2-22)可看出，所有的辨识函数项都是线性独立的，因此未知参数都能辨识。根据

所提出的方法，控制器设计如下 

1 2 4 1 1 1 1 3 2 2 11
2

2 2 1 3 2 2 2 1 2 1 2 12

3 3 1 1 3 3 1 2 2 3

24
4 1 3 1 1 1 1 4 1 2 3 1 3

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )
ˆ ˆ( ) ( ) ( )

( , , ) ˆˆ( )(1 ) ( )
ˆ ˆˆ ˆ( )(1 ) ( )( )

t x y t x a t x a y y

t x y y y t x b t x r y
t

t c x t x y y b y

t a x b x c x t x x x y y d

ψ
ψ
ψ
ψ

Δ − + Δ + Δ − −⎡ ⎤
⎢ ⎥ −Δ + + + Δ + Δ −⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ Δ − + Δ − +
⎢ ⎥
⎣ ⎦ Δ + + − + Δ + + + −

x yψ

2 4y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

Ke  

 (2-23) 

其中 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 1 2 3[ , , , ( + )]Ty x y x y x y x x x− Δ − Δ − Δ − Δ +e = 。 

驱动系统中未知参数的辨识方程为  

1
1 3 1 4 3 4

2 2
1 1 2 1 2 4 1 4

3 1 3 4 1 41

ˆ ( ) ( )
ˆˆ ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )ˆ

T

a t x e t x e
b t t x e t x e

t x e t x ec

⎡ ⎤ −Δ − Δ⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥= = − −Δ − Δ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥Δ + Δ⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

Φ G x e =Δ  (2-24) 

响应系统中未知参数的辨识方程为 

2
2 1 1

2 1 2
2

3 32

4 4
2

ˆ ( )
ˆ

ˆ ( )
ˆ

ˆ

T

a y y e
r y e

y eb
y ed

⎡ ⎤ −⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

Θ G y e =  (2-25) 

驱动系统与响应系统中的参数真实值分别为 1 3.9a = , 1 0.9b = , 1 1c = 以及 2 10a = , 

2 28r = , 2 8 / 3b = , 2 1.3d = 。控制增益选取为 ( 1~4) 2i ik = = ，各系统变量的初值为

(0) = [3, 17, 6]T−x 及 (0) = [ 5, 10, 5, 6]T−y 。在未知参数的的辨识方程中，估计初值选为

1 1 1
ˆˆ ˆ[ (0),  (0),  (0)] [0.1,  0.1,  3]T Ta b c =  及 2 2 2 2

ˆ ˆˆ ˆ[ (0),  (0),  (0),  (0)] [5,  5,  20,  5]T Ta r b d = 。在数

值仿真中，比例函数选为 

1 1

2 2

3 3

4 4

( ) 0.30 0.20sin(1.0 ),  ( ) 0.20 cos(1.0 )

( ) 0.40 0.30sin(2.0 ),  ( ) 0.60 cos(2.0 )

( ) 0.50 0.40sin(3.0 ),  ( ) 1.20 cos(3.0 )

( ) 0.45 0.35sin(3.0 ),  ( ) 1.05 cos(3.0 )

t t t t

t t t t

t t t t

t t t t

π π π

π π π

π π π

π π π

⎧Δ = + Δ =
⎪

Δ = + Δ =⎪
⎨

Δ = + Δ =

Δ = + Δ =
⎪
⎪
⎩

 (2-26) 
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图 2-1 驱动系统与响应系统间相应状态变量的时间演化 

(a) 1 1( )t xΔ 与 1y ; (b) 2 2( )t xΔ 与 2y ; (c) 3 3( )t xΔ 与 3y ; (d) 4 1 2 3( )( )t x x xΔ + + 与 4y  
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图 2-2 MFPS 同步误差的时间演化 
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图 2-3 未知参数估计的时间演化（黑色虚线表示各个未知参数的真实值） 

(a) 驱动系统的未知参数 1a , 1b , 1c 的估计值; (b) 响应系统中的参数 2a , 2b , 2r  2d 的估计值 

从图 2-1 中可看出，响应状态与与驱动状态的函数随着时间推移逐渐趋于一致；

图 2-2 描述了同步误差的时间曲线，同步误差在较短时间内也趋于零；从图 2-3 可看

出，驱动系统与响应系统中的所有未知参数均被成功辨识到各自的真实值，可见通过

该方法实现了两个不同维数动力系统（三维混沌系统与四维超混沌系统）之间的 MFPS
同步及未知参数的辨识。 

 
注 2.5  若采用一些文献[60-61]中提出的降维同步方案，使得驱动变量 1x , 2x , 3x 与响应

变量实现部分同步，此时式(2-24)与式(2-25)更改为   

1 21 3 1 2 1 1
2

1 1 2 1 2 2 2 1 2

3 1 3 3 31 2

ˆ ˆ( ) ( )
ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )  ; ( )

( )ˆ ˆ

T T
p

a at x e y y e
b t t x e r y e

t x e y ec b

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−Δ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= − = −Δ = =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥Δ −⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

= G x e G y e =Φ ΘΔ

 (2-27) 

其中， 2 pG 是 2G 的部分函数矩阵，则在部分变量 MFPS 同步的过程中不能实现所有未

知参数的辨识。在本章提出的方案中，通过构建由系统变量组成的函数作为辅助系统

变量，可实现所有变量的同步以及所有未知参数的辨识。  

2.5 本章小结 

本章提出了针对同结构以及异结构（包括不同维数）之间动力系统的 MFPS 形式

的同步以及参数辨识的控制器设计，基于严格的理论证明和分析，给出了保证参数成

功辨识的线性独立条件，从而修正了文献[65]中不确切的理论结果。通过数值例子，验

证了该方案的有效性。另外，本章的控制器设计可直接应用于同结构或异结构间动力

系统的投影同步、反同步或完全同步等各种同步形式的控制器设计中。  
Equation Chapter (Next) Section 1 
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3   一种同步整数阶与分数阶混沌系统的通用方法  

3.1 引言  

目前文献中所研究的同步行为或者同步方案，很多都是局限于整数阶系统之间的

同步（如文献 [17-19,51-52,54-55,60-62,65]）或者分数阶系统之间的同步（如文献

[32-33,66]）。一个有趣的问题是，整数阶动力系统与分数阶动力系统之间能否实现同

步？Zhou 等[67] 早研究了这个问题，在文献[67]中根据追踪控制的思想给出了一种可

行的方案，并实现了分数阶 Lorenz 系统与整数阶 Chen 系统之间的同步；Odibat Z.M.
在文献[68]中研究了整数阶 Chen 系统与分数阶 Chen 系统的同步，以及整数阶 Rössler
系统与分数阶 Rössler 系统之间的同步。然而在文献[68]中，所研究的系统有着相同的

结构，并且作者并未提出对于这类问题的通用方法。另外，在混沌系统同步的研究范

畴中，整数阶系统与分数阶系统的同步问题作为一个新的话题，并未有很多文献涉及

这一方面。在本章中，我们将提出一种新的且可行的通用方法，实现不同结构的整数

阶与分数阶混沌系统之间的同步。 

3.2 分数阶微积分的定义及基本性质  

分数阶微积分有着漫长的历史，在发展过程中人们提出了多种定义，其中应用 广

泛的定义有 Riemann-Liouville (RL) 定义及 Caputo 定义[69]。 
RL 分数阶微分方程的定义可描述为 

1

1 ( )( )
( ) ( )

n t

a t n na

d fD f t d
n dt t

α
α

τ τ
α τ − +=

Γ − −∫  (3-1) 

其中 1n nα− < < , n ∈ , ( )Γ ⋅ 是 Gamma 函数。 

RL 定义在实际应用中不太方便，因其涉及到物理意义不明确的非整数阶的初值问

题，故人们倾向于使用如下的 Caputo 定义，  

( )
*

1

1 ( )( )
( ) ( )

nt

a t na

fD f t d
n t

α
α

τ τ
α τ − +=

Γ − −∫  (3-2) 

类似的， 1n nα− < < , n ∈ 。在下文中，均使用 Caputo 定义来描述分数阶的动力系统，

其中积分下界设为 0 0t = ，并使用简化的符号Dα 来代替 *
0 ( 0)tD tα > 。 

本章的分析和证明所用到的分数阶微积分运算性质如下[69]： 
性质 3.1 当 nα = （ n 是整数）， ( )D f tα 与整数阶微积分所得结果相同。特别地，当 1α =

时， ( )D f tα 即通常的一阶微分  
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1 ( ) ( ) /D f t df t dt=  (3-3) 

性质 3.2 当 0α = 时， ( )D f tα 相当于恒等算子，即 

0 ( ) ( )D f t f t=  (3-4) 

性质 3.3 分数阶微积分算子满足线性可加性 

[ ( ) ( )] ( ) ( )D af t bg t aD f t bD g tα α α+ = +  (3-5) 

性质 3.4 当 0α ≥ 时，下式成立 

0( ) ( ) ( )D D f t D f t f tα α− = =  (3-6) 

即分数阶微分算子是分数阶同阶α 积分算子的左逆。 

性质 3.5 Caputo 分数阶微分算子的 Laplace 变换为 

1
1 ( )

0
{ ( )} ( ) (0), ( 0, 1 )

n
k k

k
L D f t s F s s f n nα α α α α

−
− −

=

= − > − < ≤∑  (3-7) 

特别地，当 (0,1]α ∈ 时，有 1{ ( )} ( ) (0)L D f t s F s s fα α α −= − 。分数阶积分算子的 Laplace

变换为  

{ ( )} { ( )} ( ), ( 0)L D f t s L f t s F sα α α α− − −= = >  (3-8) 

3.3 问题描述与同步方案 

考虑如下的整数阶混沌系统（驱动系统）与分数阶混沌系统（响应系统） 

( )F= +x Ax x  (3-9) 

( ) ( , )D G U= + +y By y x yα  (3-10) 

其中， , nR∈x y 分别是驱动系统与响应系统之间的状态变量，α 是 n×1 的向量，即

1 2[ , , , ]T
nα α α=α 分别表示响应系统各变量演化方程的阶次， , : n nF G R R→ 是驱动系

统与响应系统的非线性函数部分。 ( , )U x y 是控制器。定义同步误差为 = −e y x ，若当

t → ∞时，有 ( ) 0t →e ，则称整数阶的混沌系统与分数阶的混沌系统之间达到了同步。 
 

注 3.1 当分数阶的阶数满足 1 2 nα α α= = = 时，分数阶系统称为平衡阶分数阶系统

（commensurate order system），否则称之为非平衡阶系统（ incommensurate order 
system）。 
 
注 3.2 当 =A B及 ( ) ( )F G=i i 时，则本章分析的情况退化为同一个动力系统的整数阶

与分数阶之间的同步，类似的工作可见文献[68]，作者设计了同步控制器实现了整数阶

Chen 系统与分数阶 Chen 系统之间的同步。在本章中，将提出一种通用方法，实现不

同阶数以及不同结构的动力系统之间的同步，从而推广现有文献的结果。 
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将控制器 ( , )U x y 分解为两个部分，即 ( , ) ( , ) ( , )U U UΙ ΙΙ= +x y x y x y 。子控制器

( , )U Ι x y 设计如下 

(1 )( , ) ( 1)[ ( )]U D g− −
Ι = −x y yα  (3-11) 

将上式代入(3-10)，可将响应系统重写如下 

(1 ) ( ) ( , )D D g U− −
ΙΙ= +y y x yα α  (3-12) 

对于上式的左右两边同时应用 Laplace 变换，同时令 ( ) { ( )}s L t=Y y ，可得 

1 (1 )( ) (0) { ( )} { ( , )}s s s s L g L U− − −
ΙΙ− = +Y y y x yα α α  (3-13) 

在上式左右同乘算子 1s −α ，同时应用 Laplace 逆变换，可得如下的等同响应系统 

1 1( ) [ ( , )]D g D U−
ΙΙ= +y y x yα  (3-14) 

通过代入子控制器 ( , )U Ι x y ，将整数阶与分数阶之间的动力系统的同步问题转换为

常规的整数阶之间的同步问题。在现有文献中，整数阶的动力系统同步问题有很多成

熟的方法。在本章中，设计如下的非线性控制器 ( , )U ΙΙ x y  
(1 )( , ) [( ) ( ) ( ) ]U D G F− −

ΙΙ = − − + −x y A B x y x Keα  (3-15) 

其中 n nR ×∈K 为控制增益矩阵。我们有如下的命题。 

 

命题 3.1 对于给定的整数阶动力系统(3-9)与分数阶动力系统(3-10)，采用设计的控制器

( , )U x y （即式(3-11)与式(3-15)），并选取合适的控制增益矩阵 K ，可使两个系统(3-9)与

(3-10)达到同步。  
 

证明  因系统(3-14)是(3-10)的等同系统，代入式(3-15)可得如下形式的响应系统 

1 1 (1 )( ) [( ) ( ) ( ) ]D G D D G F− − −= + + − − + −y By y A B x y x Keα α  (3-16) 

应用分数阶微积分的运算性质，同步误差系统有如下形式  

1

( ) [ ( )] [( ) ( ) ( ) ]
( )

D
G F G F

= − −
               = + − + + − − + −
               = −

e y x = y x
By y Ax x A B x y x Ke
B K e

 (3-17) 

对于常规线性误差系统(3-17), 总可选取合适的控制参数 K ，使得矩阵 ( )−B K 的所

有的特征值 ( 1,2, , )i i nλ = 均含有稳定的负特征值，从而保证误差系统(3-17)是渐进稳

定的。因此，通过本节提出的控制器设计方法，可使得整数阶与分数阶系统之间达到
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同步。 

3.4 数值例子：整数阶与分数阶 Lorenz 系统之间的同步 

令整数阶的 Lorenz 系统作为驱动系统，描述如下  

1 2 1

2 1 1 3 2

3 1 2 3

10( )
28

8 / 3

x x x
x x x x x
x x x x

= −⎧
⎪ = − −⎨
⎪ = −⎩

 (3-18) 

分数阶 Lorenz 系统作为响应系统 

1 2 1 1

2 1 1 3 2 2

3 1 2 3 3

10( )

28

8 / 3

D y y y u

D y y y y y u

D y y y y u

α

α

α

⎧ = − +
⎪

= − − +⎨
⎪ = − +⎩

 (3-19) 

根据文献[31]中的结论，当系统(3-19)的阶次取为 0.99α = 时，分数阶 Lorenz 系统有典型

混沌吸引子。 
应用 3.3 节提出的方法，设计简化和合并的控制器 ( , )U x y 如下  

0.01 0.01
1 2 1

0.01 0.01
2 1 2 1 3 1 3

0.01 0.01
3 3 1 2 1 2

( 1)[10( )] ( )

( 1)(28 ) ( )

( 1)( 8 / 3) ( )

u D y y D

u D y y y y D x x

u D y y y D x x

− −

− −

− −

⎧ = − − + −
⎪

= − − + + − −⎨
⎪ = − − − + −⎩

1

2

3

k e

k e

k e

 (3-20) 

其中， 

1 2 3 1 1 2 2 3 3

1 2 3

[ , , ] [ , , ]
[ , , ] ( 1, 2,3)

[ , , ]

T T

i i i

T

e e e y x y x y x
k k k i

⎧ = = − − −
⎪

=   =⎨
⎪ =⎩ 1 2 3

i

e
k

K k k k

 (3-21) 

则误差系统可描述如下 

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

10 10
28 1

8 / 3

k k k e
k k k e

k k k e

− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − − − − ×⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

e  (3-22) 

选取控制增益矩阵 (15,15,15)diag=K ，则矩阵 ( )−B K 的特征值分别为

1 37.8277λ = − , 2 17.6667λ = − , 3 3.1723λ = − ，均满足 ( 1,2,3) 0i iλ = < ，即误差系统(3-22)
将趋于稳定，对于整数阶系统(3-18)与分数阶系统(3-19)将实现同步。 

在数值仿真中，设定驱动系统和响应系统的初值分别为 1 2 3( (0), (0), (0))Tx x x  
(3, 4,5)T= 及 1 2 3( (0), (0), (0)) ( 6, 10,13.5)T Ty y y = − −  。从图 3-1 与图 3-2 可看出，驱动变

量与响应变量的演化曲线趋于一致，且同步误差亦在 1.5s 左右收敛到 0，即实现了整

数阶与分数阶动力系统之间的同步。 
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图 3-1 整数阶驱动系统(3-18)与分数阶响应系统(3-19)的状态演化过程 
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图 3-2 同步误差的时间曲线 

3.5 本章小结 

在本章中我们研究了整数阶混沌系统与分数阶混沌系统之间的同步问题，并给出了

一种通用的控制器设计方案。根据所提出的方法，实现了整数阶与分数阶 Lorenz 系统

之间的同步。数值仿真验证了理论结果的有效性。 
 
Equation Chapter (Next) Section 1 
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4   不同阶次分数阶动力系统的投影同步  

4.1 引言 

在现有的关于分数阶动力系统同步的文献中，大部分都局限于同结构的系统之间

来研究（如文献[33,70-72]）；随后人们逐渐将同步的范围推广到不同结构的分数阶系统

之间，如文献[73]利用主动控制法实现了分数阶 Lorenz 系统与分数阶 Liu 系统等异结

构系统之间的同步，而文献[74]运用非线性控制器以及极点配置技术实现了分数阶超混

沌 Lorenz 系统与分数阶超混沌 Chen 系统之间的延迟投影同步。对于不同阶次的分数

阶动力系统的同步问题，已有研究者开始关注，但只有 近的少数几篇文献有所涉及。

文献[75]讨论了不同阶次的分数阶 Lorenz 系统以及不同阶次的分数阶 Chen 系统的同

步，然而其控制器的设计方法稍显复杂；另一篇 近的文章[68]则研究了不同阶次的分

数阶 Chen 系统以及不同阶次的分数阶 Rössler 系统的同步，然而作者只针对这两个特

定系统做了同步研究，并未给出设计控制器的通用步骤。另外，在这两篇文献中，所

涉及的分数阶动力系统的结构都是相同的，仅阶次不一致。在本章中，基于分数阶线

性系统的稳定性理论以及分数阶微积分的运算性质，我们将给出一种通用有效的方法，

使得不同结构以及不同阶次的分数阶系统的同步成为可能。 
不同阶次分数阶系统的同步研究仍有着重要的意义。比如在这种同步框架下，分

数阶的阶次也是一个参数，可以与投影系数一起用来作为保密通信的密钥。另外，研

究分数阶系统在不同阶次下的同步，推广并丰富了以往关于动力系统同步的研究内容。 
本章的内容可看成是上一章研究工作的延续，已经发表在 Nonlinear Analysis: Real 

World Applications 杂志的 2012 年第 4 期上，更详细的研究背景以及更多的应用例子可

见[76]。 

4.2 分数阶微积分相关知识 

4.2.1 分数阶微积分运算的基本性质 
分数阶微积分的定义在上一章中有所述及。在本章中，我们仍沿用 Caputo 定义，

同时仍采用简化的符号 Dα 来代替 0 ( 0)C
tD tα > 。另外，根据文献[77]的建议，对于分数

阶积分算子，我们采用符号D α− （ 0α > ）描述。本小节将列举部分分数阶微积分的基

本运算性质，详细的证明和分析过程可见文献[69,77]。部分性质在上一章中有所涉及，

为保持本章内容完整，我们仍将一些性质列写如下。 
 

性质 4.1 当 nα = （ n是整数）， ( )D f tα 与整数阶微积分所得结果相同。特别地，当 1α =

时， ( )D f tα 即通常的一阶微分  
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1 ( ) ( ) /D f t df t dt=  (4-1) 

性质 4.2 当 0α = 时， ( )D f tα 相当于恒等算子，即 

0 ( ) ( )D f t f t=  (4-2) 

性质 4.3 分数阶微积分算子满足线性可加性 

[ ( ) ( )] ( ) ( )D af t bg t aD f t bD g tα α α+ = +  (4-3) 

性质 4.4 当 0α ≥ 时，下式成立 

0( ) ( ) ( )D D f t D f t f tα α− = =  (4-4) 

即分数阶微分算子是分数阶同阶α 积分算子的左逆。 

性质 4.5 设函数 f 在[0, ]t 上有 k 阶的连续微分 ( , 0k t∈ > )，令 , 0α β > 并存在整数

∈ 且 k≤ 以及 , [ 1, ]α α β+ ∈ − ，则 

D D f D fα β α β+=  (4-5) 

注意上述性质中对常数 的限制是很必要的。在本章中，我们只考虑 , (0,1]α β ∈ 且

(0,1]α β+ ∈ 的情形。明显地，在这种情形下，性质 4.5 成立。 

4.2.2 分数阶线性系统的稳定性 
本节给出关于分数阶线性系统的两个很重要的稳定性理论。详细内容可见文献

[26,78]。 
考虑如下的分数阶线性系统 

0, (0)D = =α x Ax x x  (4-6) 

其中， nR∈x , n nR ×∈A , 1 2[ , , , , , ]T
i nα α α α=α  ( 0 1iα< ≤ ， 1,2, ,i n= )表示系统

各状态变量方程的阶次。 
 
定理 4.1 (见[26]) 当系统变量的阶次相等，即 1 2 nα α α α= = = = 时，分数阶线性系统

(4-6)是稳定的，当且仅当 | arg( ( )) | / 2spec απ>A 。另外，若 1α = ，上述稳定性理论与常

规整数阶线性系统的稳定性结论是一致的。 
 

定理 4.2 (见[78]) 假设 iα 为取值在 0 到 1 之间的任意值，且不互相相等；令M 为 iα 的分

母 iu 的最小公倍数，即 /i i iv uα = , ( , ) 1i iu v = , ,i iu v N∈ , 1, 2, ,i n= ；则系统(4-6)是渐

进稳定的，当且仅当下式的所有特征值λ   

1 2det( ( , , , ) ) 0nMM Mdiag αα αλ λ λ − =A  (4-7) 

满足 | arg( ) | / 2Mλ π> . 
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4.3 问题描述与同步方案 

考虑如下的驱动系统与响应系统  

( )D f=x xα  (4-8) 

( ) ( , )D g U= +y y x yβ  (4-9) 

其中， , nR∈x y 分别是驱动变量与响应变量， : n nf R R→ 和 : n ng R R→ 分别是是描述

驱动系统与响应系统的连续可微函数向量，α , β 是 n×1 维的阶次常数向量，描述驱

动 变 量 与 响 应 变 量 的 分 数 阶 阶 次 ， 即 1 2[ , , , ]T
nα α α=α , 1 2[ , , , ]T

nβ β β=β , 
, (0,1]i iα β ∈ 。本章中讨论的问题局限于0 1i iβ α< ≤ ≤ 。 ( , )U x y  是待设计的控制器。  
将驱动系统与响应系统按线性部分与非线性部分分解为 

( )D F= +α x Ax x  (4-10) 

( ) ( , )D G U= + +β y By y x y  (4-11) 

其中 , n nR ×∈A B 是线性部分的参数向量， : n nF R R→ 与 : n nG R R→ 是非线性部分的函

数向量。 
根据投影同步的定义，同步误差为  

χ= −e y x  (4-12) 

其中 χ 称为同步比例系数（scaling factor）。若存在非零常数 ( 0)χ χ ≠ 使得  

lim (t) lim (t) (t)
t t

χ
→∞ →∞

= − →e y x 0  (4-13) 

对于任意的初值 (0)x 和 (0)y 均成立，则称不同阶次的分数阶系统(4-10)与(4-11)达到了

投影同步。 
按照上一章的策略，仍将控制函数项分解为两部分，即 ( , ) ( , ) ( , )U U UΙ ΙΙ= +x y x y x y ，

并且通过设计子控制器 ( , )U Ι x y 将问题转化为通常的同阶次分数阶系统的同步问题。设

计 ( , )U Ι x y 如下  

( )( , ) ( )[ ( )]U D I g− −
Ι = −x y yα β  (4-14) 

其中 I 为恒等算子。将控制器 ( , )U Ι x y 代入响应系统中，可得 

( ) ( ) ( , )D D g U− −
ΙΙ= +y y x yβ α β  (4-15) 

对上式左右两边同时做 −α β 阶次的分数阶微分，并且运用分数阶微积分的性质

4.4，可得  

( )

( ) ( )

( )

[ ]
[ ( ) ( , )]

( ) [ ( , )]

D D D
D D g U

g D U

−

− − −
ΙΙ

−
ΙΙ

=

                       = +

                       = +

y y
y x y

y x y

α β β α

α β α β

α β

 (4-16) 
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注意到 i iα β− 满足 [0,1)i iα β− ∈ ，根据性质 4.4 与 4.5，上式成立，即通过设计控制

器 ( , )U Ι x y , 将问题转化为同阶次的分数阶动力系统的同步问题。  

设计如下的非线性控制项 ( , )U ΙΙ x y  

( )( , ) [ ( ) ( ) ( ) ]U D G Fχ χ− −
ΙΙ = − − + −x y A B x y x Keα β  (4-17) 

其中 [ , , , ]T n n
n R ×= ∈1 2K k k k 是控制增益矩阵， 1 2[ , , , ]i i i ink k k=k 是针对各个状态变量

的控制增益向量。  
将上述控制器项代入响应系统中，可得 

( ) ( )( ) [ ( ) ( ) ( ) ]D G D D G Fχ χ− − −= + + − − + −y By y A B x y x Keα α β α β  (4-18) 

则同步误差系统为  

( ) ( )
( ) [ ( )] [ ( ) ( ) ( ) ]

( )

D D D D
G F G F

χ χ
χ χ χ

−  −
                                = + − + + − − + −
                                = −

e = y x = y x
By y Ax x A B x y x Ke
B K e

α α α α

  

 (4-19) 

对于线性分数阶系统(4-19)，总可选取合适的控制矩阵 K 使得 ( )−B K 矩阵的特征

值 ( 1,2, , )i i nλ = 满足定理 4.1 的稳定条件，或者方程 1 2det( ( , , , )nMM Mdiag αα αλ λ λ  

( )) 0− − =B K 的所有根满足定理 4.2 的稳定条件，即保证同步误差系统收敛于零。 
 

注 4.1 在上述的分析过程中用到了分数阶微积分的性质D D f D fα β α β+= 。然而这个等

式并不对于任何常数值α 、 β 都成立。在本章中我们只讨论0 1i iβ α< ≤ ≤ 的同步问题，

即响应系统的状态变量的阶次小于或等于驱动系统相应状态变量的阶次。 
 

注 4.2 注意到控制器项 ( , )U Ι x y 与 ( , )U ΙΙ x y 有些部分是重复的，可将两部分合并，得到

较为简化的控制函数 ( , )U x y 如下  

( ) ( )( , ) ( )[ ] ( ) [ ( ) ( ) ]U D I G D Fχ χ− − − −= − − + − + −x y By y A B x x Keα β α β  (4-20) 

 
注 4.3 若假设 1iα = ，并令投影系数 χ 为 1，则本章讨论的同步问题退化为整数阶系统

与分数阶系统之间的完全同步问题，这在上一章中已经述及。本章的内容和结论可看

做是上一章的延伸和推广。  

 
注 4.4 进一步考虑 (0,1]i iα β= ∈ ，则本章中讨论的问题退化为同阶次的分数阶动力系

统之间的同步问题，控制器项退化为  

( , ) ( ) ( ) ( )U G Fχ χ= − − + −x y A B x y x Ke  (4-21) 



4  不同阶次分数阶动力系统的投影同步 

 23 

事实上，这是在很多文献中都采用的控制器函数，如文献[52,73,79]等。在本章中，针

对一个更为一般的同步问题，我们给出了一个更为通用的控制器函数设计方式。  

4.4 应用与数值仿真 

在 近的一篇文章[80]中，作者设计控制器实现了四维分数阶超混沌Lü系统与Chen
系统之间的同步，然而其中的阶次均限定在相等的情形。根据本章中提出的方案，我

们将设计控制器实现不同阶次的这两个分数阶超混沌系统之间的投影同步。  
作为驱动系统的分数阶超混沌Lü系统与作为响应系统的分数阶超混沌Chen系统分

别描述如下 

1

2

3

4

1 1 2 1 4

2 1 3 1 2

3 1 2 1 3

4 1 3 1 4

( )D x a x x x

D x x x c x

D x x x b x

D x x x d x

α

α

α

α

⎧ = − +
⎪

= − +⎪
⎨

= −⎪
⎪ = +⎩

 (4-22) 

1

2

3

4

1 2 2 1 4 1

2 2 1 1 3 2 2 2

3 1 2 2 3 3

4 2 3 2 4 4

( )D y a y y y u

D y d y y y c y u

D y y y b y u

D y y y r y u

β

β

β

β

⎧ = − + +
⎪

= − + +⎪
⎨

= − +⎪
⎪ = + +⎩

 (4-23) 

对 于 上 述 的 两 个 系 统 ， 参 数 分 别 选 取 为 1 1 1 1( , , , ) (36,3,20,1.3)a b c d = 以 及 

2 2 2 2 2( , , , , ) (35,3,12,7,0.5)a b c d r = ，对于不平衡阶次的分数阶Lü系统，阶次选取为 
(0.99,0.98,0.97,0.96)T=α ，而对于平衡阶次的分数阶 Chen 系统，阶次选取为

1~4 0.96iβ = = ，都能展现超混沌吸引子。 
设计控制器函数如下  

0.03 0.03
1 2 1 4 2 1

0.02 0.02
2 1 2 1 3 1 2 1 3

0.01 0.01
3 3 1 2 1 2

4 4 2 3 1 3

( )[35( ) ] [ ( ) )]

( )[7 12 ] [ ( 7 8 ) ]

( )[ 3 ] [ ]
0.8

u D I y y y D x x

u D I y y y y D x x x x

u D I y y y D x x
u x y y x x

χ

χ χ

χ
χ χ

− −

− −

− −

⎧ = − − + + − −
⎪

= − + + + − + − −⎪
⎨

= − − + + −⎪
⎪ = − + −⎩

1

2

3

4

k e

k e

k e
k e

 (4-24) 

选取控制增益为 14 22 441, 20, 5k k k= = = 并令控制矩阵 K 中的其他值均为0，可得误差

系统为 

0.99
1 1 2 14 4 1 2

0.98
2 1 22 2 1 2

0.97
3 3

0.96
4 44 4 4

35 35 (1 ) 35 35

7 (12 ) 7 8

3

(0.5 ) 4.5

D e e e k e e e

D e e k e e e

D e e

D e k e e

⎧ = − + + − = − +
⎪

= + − = −⎪
⎨

= −⎪
⎪ = − = −⎩

 (4-25) 

代入特征方程 31 2 4det( ( , , , ) ( )) 0rr r rdiag λ λ λ λ − − =B K ，可改写为 
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31 2 4[( 35)( 8) 35 7]( 3)( 4.5) 0rr r rλ λ λ λ+ + − × + + =  (4-26) 

其中 ( 1,2,3,4)i ir M iα= = 且 100M = ，求解上述方程，可得  

99 98 97 9642.17, 0.83, 3, 4.5λ λ λ λ= − = − = − = −  (4-27) 

很明显，特征方程的所有根均在稳定区域内 | arg( ) | / (2 ) / 200 0.0157Mλ π π> = =  (注
意到（min{| arg( ) |} 0.0317 0.0157iλ = > ），根据稳定性理论4.2，可知误差系统将收敛到

0，即两个不同阶次且不同结构的分数阶超混沌系统将达到投影同步。  
在数值仿真中，设置驱动变量的初值为 1 2 3 4( (0), (0), (0), (0)) (3, 4,5, 6)T Tx x x x = − − ，响

应变量的初值为 1 2 3 4( (0), (0), (0), (0)) (10, 10,10, 10)T Ty y y y = − − ，投影系数 χ 为 2− 。 
数值计算的图形见图 4-1~4-3。驱动变量与响应变量的时间状态演化见图 4-1，同

步误差的时间演化见图 4-2，可知同步误差渐进稳定，驱动系统与响应系统逐渐达到

了投影同步。从图 4-3 中可看出，响应系统的三维奇怪吸引子呈现出与驱动系统的奇

怪吸引子严格一致然而是比例缩放的结构。从理论分析和数值仿真中，可知不同阶次

且不同结构的两个超混沌分数阶系统达到了投影同步。 

4.5 相关同步方法的比较与分析 

近，关于不同阶次动力系统之间的同步问题吸引了部分研究者的注意。从文献

[67-68,75,81]中可看出，对于这种情形下的同步，控制器的设计将要复杂一些。在本小

节中我们将回顾并讨论现有文献所报导的关于不同阶次动力系统的同步方案。 
Zhou的方法[67,75]是基于追踪控制的思想，借助分数阶系统的稳定性理论设计的。 类

似的，控制器 ( , )u y x 仍分解为两部分 

( , ) ( ) ( , )= +u y x x y xθ τ  (4-28) 

其中 ( )xθ 一项是补偿控制器， ( , )y xτ 是反馈控制项，为使响应系统的输出信号 ( )ty 能

够追踪参考信号 ( )tx ，子控制器 ( )xθ 设计为 ( ) ( )D= −βθ x x g x ，而另一项子控制器

( , )y xτ 则根据误差系统的稳定性来设计。这种方法已被运用于分数阶Lorenz系统与整

数阶Lorenz系统等情形下的同步。然而，其控制器设计以及控制器形式仍稍显复杂。 
近期的一篇文章[81]提出了另一种方案，其基本思想是运用 Lyapunov 稳定性理论设

计控制器，并运用数值微分来获得 x 。这种方法比文献[67,75]的方法要简易一些，然

而其控制增益需很大；而且即使在很大的控制增益下，同步误差仍不能保证收敛到 0。 
在 近的另一篇文章中，Odibat Z.M.[68]运用分数阶动力系统的稳定性定理，设计

了合适的控制器，分别实现了两个三维同结构但异阶次的混沌系统之间的同步。这种

方法避免了文献[67,75]的复杂形式，亦避免了文献[81]中同步方法的高增益控制缺陷。

然而该文中并没有给出通用控制器的设计形式。本章中的方法可看做文献[68]中的方法

的推广。事实上，考虑如下的设定： 
 假定驱动系统与响应系统是同结构的，即 =A B且 ( ) ( )F G=i i ；  
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图 4-1 非平衡阶次的分数阶 Lü 系统与平衡阶次的分数阶 Chen 系统之间的状态变量演化 
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图 4-2 投影同步误差的时间曲线 
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(a) 1 2 3x x x− − 1 2 3( )y y y− − 空间； (b) 2 4 3x x x− − 2 4 3( )y y y− − 空间 

图 4-3 驱动系统与受控响应系统的三维吸引子图 
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 投影系数 χ 设为1，即投影同步退化为完全同步； 

 控制增益矩阵 K 设为对角矩阵形式，即 11 22= ( , , , )nndiag k k kK .  

则本章中的控制器形式退化为 

( ) ( ) ( )( , ) ( )[ ] ( ) [ ( )] [ ]U D I G D G D− − − − − −= − − + − −x y By y x K y xα β α β α β  (4-29) 

文献[68]中给出的具体控制项（如该文中所设计的控制器方程(17)、(23)、(29)等）

可从上式中直接导出。然而上式(4-29)并未在文献[68]中给出。 

4.6 本章小结 

本章讨论了不同阶次的分数阶动力系统的投影同步问题。通过设计子控制器将问

题转化为通常的同阶次的异结构分数阶动力系统的同步，然后设计非线性反馈控制器

保证误差系统的收敛。基于分数阶线性系统的稳定性定理，给出了严密的分析推导。

将理论结果运用于四维分数阶超混沌 Lü 系统与分数阶超混沌 Chen 系统之间的同步，

通过数值仿真验证了控制器设计的有效性。 后，我们回顾了 近文献中关于这个话

题的几种同步方案，并比较了各自的特点和优缺点。本章的结论说明，通过设计合适

的控制项，不同阶次且不同结构的分数阶系统之间仍能达到投影同步。 
 
Equation Chapter (Next) Section 1 
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5   分数阶复杂网络的参数估计与拓扑辨识  

5.1 引言与背景 

将动力系统的阶次从常规整数阶扩展至分数阶时，系统的动力学或者状态演化会

呈现出与整数阶不一样的特性。 近，许多研究者开始探讨多个分数阶动力系统相互

耦合所呈现的集群现象，或者研究如何设计控制器使分数阶复杂网络达到同步。例如，

文献[39]讨论了分数阶复杂网络的牵引控制问题，发现相对于整数阶网络而言，分数阶

网络更容易达到平衡点或者同步状态；文献[82]则研究了两个分数阶复杂网络之间的鲁

棒外部同步问题，当网络因扰动而导致结构不一致时，给出了一组线性矩阵不等式来

保证鲁棒同步；文献[83]研究了含不同节点的加权分数阶网络的广义同步，并讨论了分

数阶阶次和控制增益对同步过程的影响。 
在这些研究中，均假设分数阶网络的拓扑事先已知；然而在有些实际情况中，网

络的拓扑是未知的或者不确定的。分数阶的网络拓扑直接影响着网络功能的实现；因

此如何辨识分数阶复杂网络的拓扑，成为分数阶复杂网络研究的一个基本问题，然而

目前尚无文献涉及这一方面。在本章中，我们将运用自适应同步的方法，提出一种可

行方案来估计和辨识分数阶网络的未知参数和拓扑。 

5.2 分数阶系统的稳定性 

考虑如下的分数阶动力系统 

( )    q qD X f X D X AX= =或  (5-1) 

其中 ( )nX R n N∈ ∈ , n nA R ×∈ , 0 1q< ≤ . 
 
引理 5.1 (见[26]) 对于线性分数阶动力系统(5-1)，若 A是一个常数矩阵，则自治线性分

数阶系统(5-1)是渐进稳定的，当且仅当 | arg( ( )) | / 2i A qλ π> 。 
 

引理 5.2 (见[84]) 对于时变线性系统(5-1)，若时变参数矩阵 A满足 Lyapunov 函数（即存

在对称正定矩阵 P 和半正定矩阵Q ，使得方程 HA P PA Q+ = − 对于所有的状态变量 
( )X t 均成立)，则系统(5-1)是渐进稳定的。 

 

上述引理 2 可用来判别线性时变分数阶系统 ( )qD X A X X= 的渐进稳定性或者分数

阶非线性系统 ( )qD X f X= 的局部稳定性。对于非线性系统 ( )qD X f X= 而言，矩阵 A  
可通过平衡点 WX 附近计算 |/

WX XA f X == ∂ ∂ 来获得。  
 

引理 5.3 (见[85]) 对于非线性分数阶系统(5-1)且其阶次0 1q< ≤ ，若存在实对称正定矩
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阵P ，使得函数 0T qJ X PD X= ≤ 对任意的 1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))nX t x t x t x t= )都成立，则系统

(5-1)渐进稳定。 
 
上述引理的详细证明和分析可见文献[26,84-85]。 

5.3 基于自适应同步的辨识方案  

考虑如下的分数阶复杂网络 

 
1

( ) ( ) ( )
N

i i i ij j
j

D f F c hΓ
=

= + + ∑q
i i i jx x x xα  (5-2) 

其中，N 为网络的节点数， 1 2( , , , )T
i i inx x x=ix 表示第 i个节点的状态变量， im

i R∈α 第

是 i个节点的动力系统的未知参数， 1,2, ,i N= ， im 是未知参数的个数，q 表示 i节点

动力方程的微分阶次， ( )if ix 是 1n× 维的函数向量， ( )iF ix 是 in m× 维的函数矩阵。对

于网络结构， ( ) : n n
jh R R→jx 指节点 j 的输出函数或耦合函数，Γ 是已知的且可调整

的不同节点之间的内耦合强度， ( ) N N
ij N NC c R ×

×= ∈ 表示未知的耦合拓扑矩阵：若节点 i
与节点 j （ i j≠ ）有边连接，则 0ijc ≠ 且 ijc 是权重值；否则 0ijc = 。 
 
注 5.1 在本章中，我们不假定耦合拓扑矩阵C 是对称的或者是耗散的，同时 ( )jh jx 可

以是线性函数也可以是非线性函数。总而言之，在本章中我们考虑一个相当一般的分

数阶复杂网络。 
 

在给出理论结果之前，我们引入如下假设。 
假设 5.1 假设存在非负常数 f

iL ，使得下式成立 

|| ( ) ( ) || || ||, 1, 2, ,f
i i if f L i N− ≤ − =x y x y  (5-3) 

假设 5.2 假设存在非负常数 F
iL ，使得下式成立 

|| ( ) ( ) || || ||, 1, 2, ,F
i i iF F L i N− ≤ − =x y x y  (5-4)  

假设 5.3 假设存在非负常数 h
jL ，使得下式成立 

|| ( ) ( ) || || ||, 1, 2, ,h
j j jh h L j N− ≤ − =x y x y  (5-5) 

 
注 5.2 上述假定设实际上是李普希兹条件（Lipschitz condition）假设，而常数 f

iL , F
iL 以

及 h
jL 指李普希兹常数。这个假定是宽松的，实际上，对于连续有界的函数组 ( )if i , 

( )iF i 及 ( )jh i 而言，这个条件总是满足的。对于存在有界吸引子的混沌系统而言，总存

在上述李普希兹常数（见[44]）。 
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根据自适应同步辨识方法，构造如下有着同等结构的响应网络 

1

ˆˆ( ) ( ) ( )
N

i i ij j
j

D f F c hΓ
=

= + + +∑q
i i i j iy y y y uiα  (5-6) 

其中， 1 2( , , , )T
i i iny y y=iy nR∈ 是响应网络中第 i 个节点的动力系统的状态变量，

ˆ im
i R∈α 是未知参数 iα 的估计值， îjc 是未知的网络拓扑 ijc 的估计值， nR∈iu 是反馈控

制项。 
本章的主要理论结果由定理 5.1 以及注 5.3~5.5 等组成。 
 

定理 5.1 若假设 5.1~5.3 成立，设计如下的反馈控制器和参数更新律，则驱动网络与响

应网络之间可达到同步，，且分数阶复杂网络(5-2)中的未知参数 iα 和未知拓扑 ijc 均能被

估计到某恒定值 

1

2

ˆˆ( ) ( ) ( )

,   || ||
ˆ ( )  
ˆ ( ) ( )

N

i i ij j
j

i i i

T
i

T
ij ij j ij j i

D f F c h

k D k d

D F

D c h h

Γ

δ Γ δ Γ

=

⎧
= + + +⎪

⎪
⎪ = − =⎨
⎪ = −⎪
⎪ = − = −⎩

∑q
i i i j i

q
i i i

q
i i i

q T
i j j

y y y y u

u e e

y e

e y y e

iα

α

 (5-7) 

其中，1 ,i j N≤ ≤ 且 id 和 ijδ 可以是任意的正的常数。 

 

证明  令 = −i i ie y x , ˆi i i= −α α α , ˆij ij ijc c c= − 且 *
i i ik k k= −  (其中 *

ik 是某一待定的正

的常数 ，1 ,i j N≤ ≤ 。进一步设 ( , , , )T=X E c kα ，其中  

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

( , , , ) , ( , , , )

( , , , ) , ( , , , )

( , , , ) ( , , , )

( , , , )

i

T T
N i i i in

T T
N i i i im

T T
N i i i iN

T
N

e e e

c c c

α α α

⎧ = =
⎪

= =⎪
⎨

= =⎪
⎪ =⎩

E e e e e

c c c c ,c

α α α α α

k k k k

 (5-8) 

同步误差网络为 

1 1

ˆ       ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ           ( ) ( )

q

i i i i

N N

ij j ij j i
j j

D D D
f f F F

c h c h kΓ Γ
= =

= −
= − + −

+ − −∑ ∑

q q
i i i

i i i i

j j i

e y x
y x y x

y x e

i iα α  (5-9) 

首先考察广义动力系统 qD X 的性质。为方便起见，取其中耦合的两个节点 ,i jX 考

虑，该双耦合节点的广义动力系统方程 ,
q

i jD X 可描述为 
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,

, ,

( , , , , , , , )

           ( )

q q q T
i j i j ij ji i j

i j i j

D D D D D D c D c D k D k

A≤

q q q q q q
i jX = e e

X X

α α
 (5-10) 

其中 

,

1 1

1 1

( )

( ) 0 ( ) 0 0 0

0 ( ) 0 ( ) 0 0

( ) 0 0 0 0 0 0 0
0 ( ) 0 0 0 0 0 0

( ) 0 0 0 0 0 0 0
0 ( ) 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

i j

N N
f F F
i i i i ij j i j

j j

N N
F f F

ji i j j j j j i
i i

T
i

T
j

T
ij j

T
ji i

i

j

A

L L k c L F h

c L L L k F h

F
F

h
h

d
d

Γ Γ

Γ Γ

δ Γ
δ Γ

= =

= =

=

⎡ + −⎢
⎢
⎢

+ −⎢
⎢
⎢ −
⎢

−⎢
−

−

⎣

∑ ∑

∑ ∑

i j

j i

i

j

j

i

i

j

X

y y

y y

y
y

y
y

e
e

α

α

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎦

 

在上式中， ,( )i jA X 是一个时变的矩阵。因所有的矩阵元素均在一个有界的范围内

变化，所以我们总能选取足够大的 *
ik （注意到 *

i i ik k k+ = ），以保证矩阵 ,( )i jA X 的 大

特征值满足 max| arg( ( )) | / 2qλ π>A 。因 , , ,( )q
i j i j i jD A≤X X X 成立，所以上述分析间接证明

足够大的 *
ik 可使得误差系统 qD E 是渐进稳定的，且所有未知参数和拓扑均能被估计到

某一恒定值。 
 
下面我们采用 5.2 节介绍的稳定性引理 5.3，给出一个直接的证明。选取实对称正

定矩阵P 如下 

11 12 1 22

1 1 1 1 1 1(1, ,1, , , , , , , , )
NN NN

P diag
d d dδ δ δ

=  (5-11) 

我们有 

1 1 1 1 1

1

1 1 1

1 1  

ˆ  ( ( ) ( ) ( ) ( ) )

ˆ      ( ( ) ( ))

      ( ( )

T q

N N N N N
q

ij ij i i
i i i j iij i

N

i i i i i
i

N N N

ij j ij j
i j j

T
i

J PD

D D c D c k D k
d

f f F F k

c h c h

F

δ

Γ Γ

= = = = =

=

= = =

=

= + + +

= − + − −

+ −

+ −

∑ ∑ ∑∑ ∑

∑

∑ ∑ ∑

T T q q q
i i i i

T
i i i i i i i i

T
i j j

T
i i

X X

e e

e y x y x e

e y x

y e

α α

α α

α 2

1 1 1 1
) ( ( )) (|| || )

N N N N
T

ij j i
i i j i

c h kΓ
= = = =

+ − +∑ ∑∑ ∑ii j ie y e
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1

1 1 1

1 1 1 1 1 1

   ( ( ) ( ))

      ( ( ) ( ) ) ( ) ( ( ) )

      ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))

N

i i
i

N N N
T

i i i i
i i i
N N N N N N

T
ij j ij j ij j ij j

i j j i j i j

f f

F F F F

c h c h c h c hΓ Γ Γ Γ

=

= = =

= = = = = =

= −

+ − + + −

+ − + + −

∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑ i

T
i i i

T T T
i i i i i i i i i i i

T T
i j j i j j

e y x

e y x e y y e

e y x e y e y

α α α α

1

* 2

1 1

* 2

1 1 1

      ( ) ) (|| || )

  ( ) || || || || || || || ||

  

N

N N

i i i
i i

N N N
f F H
i i i j ij

i i j

k k k

L L k L cΓ

=

= =

= = =

+ − − +

≤ + − + ⋅ ⋅

=

∑

∑ ∑

∑ ∑∑

T
i i i

T
i i i j

T

e e e

e e e

E QE

α

 

 (5-12) 

其中 

* * *
1 1 1 1 2 2 2 2

1 2

( , , , )

[ , , , ] , ( )

f F f F f F
N N N N

H H H T
N ij N N

diag L L k L L k L L k

L L L c

Γ

×

= + − + − + − +

= =

H

H

Q L C

L C

α α α
 (5-13) 

明显地，存在足够大的正的常数 *( 1, 2, , )ik i N= ，使得矩阵 Q 是负定的，即函数

0T qJ PD= ≤X X 成立，从而证明了误差系统的 qD E（式(5-9)）的渐进稳定性，驱动网

络与响应网络将达到同步。 
 

注 5.3 参数更新律 iD kq 以及 îjD cq 中的正的常数 ijδ 和 id 可以控制参数估计以及同步过

程的速度。另外，即使网络拓扑和系统参数是未知的，我们不必事先选定 *
ik 的值以保

证矩阵Q 的负定。在同步过程中，控制增益可自适应的调整到一个合适的值。 
 
注 5.4 上述的证明和分析只能保证误差系统 qD E 的稳定性，而不能保证未知系统参数

和拓扑一定能收敛到真值，若要成功辨识未知参数和网络拓扑，还需设定其他条件。

当驱动网络和响应网络达到同步时，即 0=ie 或者 =i iy x ，在同步流形上下述方程成立 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

i i

i i

j j

f f
F F
h h

⎧ =
⎪

=⎨
⎪ =⎩

i i

i i

j j

y x
y x
y x

 (5-14) 

将 0=ie 以及上式代入误差网络系统(5-9)中，可得如下等式 

1
( ) ( )

N

i i j ij
j

F h cΓ
=

+ ∑ = 0i jx xα  (5-15) 

若将函数组 ( )iF ix 和 ( )jh jx 看成一般的常数矩阵，则上式其实等同于一般的线性方程

组。令 
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( )(1) (2)

(1) (2) ( )

( ) ( ( ), ( ), , ( ))

( ) ( ( ), ( ), , ( ))

im
i i i i

N
j j j j

F F F F

h h h h

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩

i i i i

j j j j

x x x x

x x x x
 (5-16) 

为保证该方程组有唯一的零解（即 0i =α 且 0ijc = ），需对函数组 ( )iF ix 及 ( )jh jx 的

性质做限定，函数组中的各个函数元素 ( ) ( )
1,2, , 1,2, ,{ ( ) | , ( ) | }

i

j i
i j m j i NF h= =i jx x 必须在同步流

形上满足线性独立的条件。否则，对于方程(5-16)不能保证零解，此时未知参数和拓扑

可能会被辨识到其他虚假值。 
 

注 5.5 在辨识未知的系统参数和网络拓扑时，我们必须从网络的演化状态中获取足够

丰富的信息量，这就是上述线性独立条件的含义。若第 i个节点的动力学演化趋于某一

稳定状态，则函数组 ( )
1,2, ,( ) |

i

j
i j mF =ix 将线性依赖，此时未知参数 iα将被辨识到虚假值。

另外，若驱动网络中的部分节点形成了内同步，则函数组 ( )
1,2, ,( ) |i

j i Nh =jx 亦将不满足线

性独立，从而会造成网络拓扑的辨识失败。在 5.5 节中，我们将基于上述分析，对影响

网络拓扑辨识的两个重要参数进行讨论。 
 
根据定理 5.1，可得出下述推论。 
 

推论 5.1 若分数阶复杂网络均由 N 个相同节点组成，即 

1

( ) ( ) ( )
N

i ij j
j

D f F c hΓ
=

= + + ∑q
i i i jx x x xα  (5-17) 

则未知的系统参数和网络拓扑可由下述控制器与参数更新律进行估计 

1

2

ˆˆ( ) ( ) ( )

,   || ||
ˆ ( )  
ˆ ( )

N

i ij j
j

i i i
T

i
T

ij ij j

D f F c h

k D k d

D F

D c h

Γ

δ Γ

=

⎧
= + + +⎪

⎪
⎪ = − =⎨
⎪ = −⎪
⎪ = −⎩

∑

i

q
i i i j i

q
i i i
q

i i
q

j

y y y y u

u e e

y e

e y

α

α

 (5-18) 

其中，1 ,i j N≤ ≤ 且 id 和 ijδ 是正的常数值。进一步的，假定各个节点的未知参数 iα均相

同，则对参数α的更新辨识律可修正为 

1

ˆ ( )
N

T

i
D F

=

= −∑q
i iy eα  (5-19) 

推论 5.1 的证明过程与定理 5.1 类似。 
 

推论 5.2 若各个节点的动力系统的阶次为 1，则不确定复杂网络将转化为常规的整数

阶复杂网络，即 
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1
( ) ( ) ( )

N

i i ij j
j

f F c hΓ
=

= + + ∑i i i jx x x xiα  (5-20) 

此时，控制器与辨识方案修正为 

1

2

ˆˆ( ) ( ) ( )

,   || ||

ˆ ( ) ,   

ˆ ( )

N

i i ij j
j

i i i

T
i

T
ij ij j

f F c h

k k d

F

c h

Γ

δ Γ

=

⎧ = + + +⎪
⎪
⎪ = − =⎨
⎪ = −⎪
⎪ = −⎩

∑

i

i i i j i

i i i

i i

j

y y y y u

u e e

y e

e y

i

i

α

α

 (5-21) 

 
对于推论 5.2 的证明，仍可沿用定理 5.1 的证明过程，并运用分数阶微分的性质之

一 1 ( ) ( ) /D f t df t dt= 得到。另外，我们也可用 Lyapunov 稳定性来证明，构造如下的

Lyapunov 函数 

2 2

1 1 1 1 1

1 1( ) / 2
N N N N N

ij i
i i i j iij i

V c k
dδ= = = = =

= + + +∑ ∑ ∑∑ ∑T T
i i i ie e αα  (5-22) 

对上述 Lyapunov 函数沿着误差系统进行求导，分析 Lyapunov 函数导数的负定可证明

误差系统的稳定性。类似地，为保证未知参数和拓扑的成功识别，相关函数项的线性

独立条件仍然必须满足。 
 
注 5.5 推论 5.2 的结论实际上与文献[47,86-87]报导的结果是一致的。因整数阶复杂网

络是分数阶复杂网络的一个特例，所以本章中所研究的问题是一个更为一般的复杂网

络辨识问题，且本章给出了一个更为一般的结论。 

5.4 应用与仿真计算 

在本节中，将给出两个应用例子来说明辨识方法的有效性。 

5.4.1 恒定网络拓扑的辨识 
假定复杂网络的各个节点均由分数阶的 Lorenz 系统组成，第 i个节点的动力方程

为 

1

2

3

1 2 1

2 1 1 3 2

3 1 2 3

( )i

i

i

q
i i i

q
i i i i i

q
i i i i

D x x x

D x rx x x x

D x x x bx

δ⎧ = −
⎪

= − −⎨
⎪ = −⎩

 (5-23) 

系统参数的真实值选取为 ( , , ) (10,28,8 / 3)T Tr bδ = 。上式(5-23)可重写成如下的紧凑形式 
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2 1

1 3 2 1

1 2 3

0 ( ) 0 0
( ) ( ) 0 0

0 0

i

i i
q

i i i i i

i i i

x x
D x f F x x x x r

x x x b

δ−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= + = − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

i i ix x α  (5-24) 

在文献[31]中，可知分数阶 Lorenz 系统在阶次为 0.99iq > 时将表现混沌特性。因

分数阶 Lorenz 吸引子总存在于一个连续有界的奇怪吸引子域内，假设 5.1 与假设 5.2
总是成立。  

我们考虑一个由四个分数阶 Lorenz 系统作为节点组成的加权分数阶网络，网络的

拓扑权值矩阵设为 

4 4

6 4 2 0
4 6 3 1
2 3 5 0
0 1 0 1

C ×

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (5-25) 

设各个节点之间为线性耦合，即 ( )jh =j jx x ，此时假设 5.3 亦成立，分数阶复杂网

描述为 

4

1

( ) ( ) ij
j

D f F cΓ
=

= + + ∑q
i i i i jx x x xα  (5-26) 

根据定理 5.1 的结论，设计如下的响应网络、反馈控制器以及参数更新律 

( )

1

2

3

1

1 2 3 2

3

2 1 1

1 2

3 3

( )

ij

i

i

i

i
q

ij ij i i i i

i

q
i i i i

q
i i i

q
i i i

y
D c e e e y

y

D y y e

D r y e

D b y e

Γδ

δ

⎧ ⎛ ⎞
⎪ ⎜ ⎟= −⎪ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪
⎨ = − −⎪
⎪ = −
⎪
⎪ =⎩

 (5-27) 

在数值仿真中，所有的初值选取如下数值 

(0) (4.5 0.5 ,5.5 0.5 ,9.5 0.5 )

(0) (5 0.5 ,6 0.5 ,7 0.5 )
ˆ (0) ( (0), (0), (0)) (5 0.5 , 24 0.5 , 4.5 0.5 )

(0) 1, (0) 1

T

T

T T
i i i

ij i

i i i

i i i

r b i i i
c k

δ

⎧ = + + +
⎪

= + + +⎪
⎨

= = + + +⎪
⎪ = =⎩

i

i

i

x

y

α
 (5-28) 

其中1 , 4i j≤ ≤ 。为简便处理，正的常数 id 和 ijδ 分别选取为 1id = 、 1ijδ = 。内耦合强度

Γ 以及分数阶次 ijq 分别为Γ = 0.02及 0.995ijq = 。 

从式(5-24)可知，未知参数的辨识函数项 ( )F ix 是线性独立的，因此未知参数能被

成功辨识。另外，所有驱动网络的节点并未形成内同步，所以网络拓扑亦能顺利辨识。 
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(a) 未知参数 iα 的辨识                  (b) 未知参数 ir 的辨识 
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(c) 未知参数 ib 的辨识 

图 5-1 网络中节点系统的未知参数的辨识 
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图 5-2 网络拓扑的辨识 

图 5-1 描述了各节点的未知参数值的估计和演化过程，图 5-2 描述了未知的网络

拓扑的估计和演化过程，从图 5-1 和图 5-2 可看出，所有未知参数和网络拓扑均被估



5  分数阶复杂网络的参数估计与拓扑辨识 

 36

计到真值。从图 5-3 中可看到控制增益自适应地调整到合适的值。 
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图 5-3 控制增益的时间演化 

5.4.2 切换网络拓扑的辨识 
在本小节中，进一步考虑如下情形：网络的拓扑不是恒定的而是切换的，或者网

络连接是时变的。我们仍沿用上一小节中所采用的分数阶网络，同时假定在 60t s= 时

网络的耦合拓扑矩阵切换到如下矩阵所描述的拓扑 

4 4

6 3 4 1
2 6 2 2

'
2 3 5 0
0 1 0 1

C ×

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (5-29) 

明显地，由上述矩阵 4 4'C × 所描述的网络不再是一个对称的网络。  
在数值仿真中，所有的初值仍沿用上一小节中的设定。仿真结果见图 5-4。从图中

可看出，所设计的参数更新律有着很好的实时辨识性能，即该种方法可用于时变切换

的分数阶网络的监测中。  
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图 5-4 切换网络拓扑的辨识 

5.5 影响分数阶网络辨识的因素 

正如注 5.5 所指出的，线性独立条件对于网络是否能成功辨识有着直接的影响。

分数阶复杂网络的两个内在参数，即耦合强度Γ 与分数阶的阶次 iq ，直接影响到由式

(5-16)所描述的函数组的线性独立性质。不同的分数阶阶次 iq 或者耦合强度Γ 将使得式

(5-16)的函数项或者线性独立或者线性依赖。在本节中，我们将考察这两个因素对于网
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络成功辨识的影响。 

5.5.1 耦合强度对辨识的影响 
耦合强度Γ 在很大程度上会影响到网络的性能。已有文献[87-88]报导，强耦合强

度将导致驱动网络的不同节点形成内同步（inner synchronization），当不同的节点达到

内同步时，其各自的动力学演化将趋于一致，从而导致相关的函数项不再线性独立，

此时网络的拓扑将会失败。  
我们仍然用 5.4.1 节所构建的分数阶复杂网络作为例子，来说明耦合强度Γ 对分数

阶网络辨识的影响。考虑如下的星形连接的分数阶网络 

4 4

4 1 1 1
1 1 0 0

'
1 0 1 0
1 0 0 1

C ×

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (5-30) 

在计算中发现，对于给定的由分数阶 Lorenz 系统作为节点锁组成的分数阶复杂网

络，当耦合强度Γ ≥ 0.45时，将会观察到驱动节点的内同步的发生。此时，驱动变量

的相关函数项不再满足线性独立条件，网络的拓扑不再辨识到真值。图 5-5 的计算结

果展示了拓扑辨识失败的例子。  

0 5 10 15 20
-30

-20

-10

0

10

20

30

t/s

e x4
1i

, i
=1

,2
,3

 

 
ex411

ex412
ex413

0 5 10 15 20
-3

-2

-1

0

1

2

3

4

t/s

c 4i

 

 
c41

c42
c43

 
           (a) 驱动网络节点的内同步误差      (b) 网络拓扑的辨识(黑色虚线表示真实值) 

图 5-5 过大的耦合强度导致网络拓扑辨识失败 

在文献[88]中，作者在研究整数阶复杂网络的识别问题时提出一个有趣的结论：同

步是阻碍网络识别的。由本小节的分析可知，这个结论也可推广至分数阶复杂网络的

识别问题中。  
另一个有趣的问题是：多大的内耦合强度将导致识别失败？直接计算耦合强度在

很多情况中不可行；根据本节的分析，一个有效的替换方法是：观察驱动节点是否发

生同步来判别耦合强度，从而进一步判断网络拓扑是辨识到真实值还是虚假值。 

5.5.2 分数阶阶次对网络辨识的影响 
动力系统的阶次 iq 会直接影响系统的动力学特征，对于分数阶动力系统的控制以

及同步问题，分数阶阶次是一个很重要的参数。例如，文献[39]曾报导，对于分数阶复
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杂网络的牵引控制 (pinning control) 问题，低阶次的分数阶复杂网络相对而言更容易控

制也更容易达到同步。  
对于一般非线性分数阶混沌系统而言，存在一个 小的分数阶阶次阈值 iq ，使得

该系统能呈现混沌吸引子[89]。反之，若阶次低于该阈值阶次，则动力系统会退化为有

限环、周期运动甚至是不动点，而这些退化的动态性能往往导致相关函数项不再满足

线性独立条件，从而导致网络拓扑的辨识失败。 
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             (a)状态变量 1iy 的时间演化;     (b) 网络拓扑的辨识(黑色虚线表示真实值) 

图 5-6 过小的分数阶阶次导致网络拓扑辨识失败 

我们仍沿用分数阶 Lorenz 系统构成的复杂网络作为例子，并且设置各个节点的动

力学方程的阶次为 0.975，其余设置均与前节相同。图 5-6 给出了计算结果，正如所预

测的，每个动力学节点收敛到了稳定的不动点，此时的网络拓扑辨识失败（即辨识到

了虚假值）。  
从本节的分析和计算实例，可得出如下结论：  

 过大的耦合强度Γ 将不利于网络参数和拓扑的辨识，因为不同节点之间的信

息量将会因为内同步的发生而丧失；  
 过小的分数阶阶次 iq 也不利于网络参数和拓扑的辨识，因为各个节点本身的动

力学的退化将导致单个节点信息量的丧失。  

5.6 本章小结 

在本章中，针对分数阶复杂网络的辨识问题，基于自适应同步的概念，提出了一

种通用的方法；并利用分数阶动力系统的稳定性引理给出了严格的证明，推导出成功

辨识的充分条件，扩展了现有文献中关于网络拓扑辨识的结论。在仿真实例中，对由

四个分数阶 Lorenz 系统组成的不确定复杂网络进行辨识，结果表明该方法既能辨识恒

定拓扑的网络，又能辨识切换或者时变拓扑的网络。 
我们讨论了影响网络成功辨识的因素，发现过大的耦合强度和过小的分数阶阶次

均不利于网络的成功辨识。 
Equation Chapter (Next) Section 1 
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6   含未知参数的动力系统或复杂网络的自适应同步设计  

6.1 引言 

自从 Parlitz U.[41]提出利用同步来辨识系统参数的方法以来，自适应同步设计引起

了很多研究者的兴趣。自适应同步主要有两个应用：I. 在动力系统（不管是驱动系统

还是响应系统）含未知参数或不确定参数的情况下，我们仍然能够通过自适应控制的

方法获得动力系统的同步，这对于在不确定环境下构建保密通信方案有着重要的意义；

II. 若需要辨识动力系统中的未知参数，我们可以通过构造结构一致的响应模型（或称

计算模型），通过 小化两者之间的同步误差来设计参数更新方程，从而辨识出未知参

数。 
我们在 1.2.4 节简略回顾了自适应同步方法的研究趋势。目前文献中关于自适应同

步的文章非常多，研究者将这种方法推广到了很多场合。例如文献[90]设计了自适应控

制器，使含有时滞的不确定神经网络达到了同步；文献[91]利用自适应同步的概念讨论

了混沌系统中未知参数的可辨识性，并分别以帐篷映射、Henon 映射、二阶 Markov 映

射以及 Chua 电路等经典的离散或连续系统为例，详细阐述了参数辨识的方法和步骤；

香港城大的 Liu Ying 在其博士论文[92]中，则利用自适应同步的方法破解了前人提出的

一系列的混沌加密方案。这些研究都大大丰富了动力系统同步的研究内容。 
在本章中，我们首先回顾一些文献中所提出的关于自适应同步的不准确的方案，

并给予修正；同时讨论保证参数辨识成功的线性独立条件（及持续激励条件）；分析导

致参数辨识失败的辨识函数产生线性依赖的几种典型情况，并提出了几类措施保证线

性独立条件。 

6.2 文献回顾及同步方案 

6.2.1 不可行的参数辨识律 
近的一篇文献[93]研究了自适应广义函数投影同步（adaptive generalized function 

projective synchronization (GFPS)问题。考虑如下的驱动系统与响应系统： 

1 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( , , )

X t F X F X

Y t G Y G Y U X Y t

ξ

η

⎧ = +⎪
⎨

= + +⎪⎩
 (6-1) 

其中，关于 1F , 1G : n nR R→ 与 2F : n n mR R ×→ , 2G : n n lR R ×→ 的定义和描述可见文献
[93]。 mRξ ∈ , lRη ∈ 是待辨识的未知系统参数。根据 GFPS 同步形式的定义，误差系统

为 
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1 2 1 2

( ( ) )

   ( ) ( ) ( ( ) ( ) ) ( , , )

d X XE Y X
dX

G Y G Y J F X F X U X Y t

Λ

η ξ

= −

= + − + +
 (6-2) 

其中， ( ( ) ) /J d X X dXΛ= 。文献[93]提出了如下的控制器形式和参数辨识律 

2 1 1 2
ˆ ˆ( , , ) ( ( ) ( )) ( ) ( )U X Y t J F X F X G Y G Y Eξ η= + − − −  (6-3) 

以及 

2

2

ˆ ( )

ˆ ( )

T T

T

F X J E

G Y E

ξ ξ ξ

η η η

⎧ = − = −⎪
⎨

= − = +⎪⎩
 (6-4) 

其中， ˆξ ξ ξ= − 和 ˆη η η= − 表示未知参数的估计误差。事实上，上式(6-4)可重写为 

2

2

ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( )

T T

T

F X J E

G Y E

ξ ξ ξ

η η η

⎧ = − −⎪
⎨

= − +⎪⎩
 (6-5) 

可以看到，未知参数的更新律中包含了参数本身的真实值，而该真实值在估计之

前是未知的，因此上述参数辨识律在实际中是不可行的。我们提出如下修正的方案 

2

2

ˆ ( )

ˆ ( )

T T

T

F X J E

G Y E

ξ

η

⎧ = −⎪
⎨

=⎪⎩
 (6-6) 

构建正定的 Lyapunov 函数
1 1 1( )
2 2 2

T T TV t E E ξ ξ η η= + + ，同时通过 Lyapunov 稳定

性理论以及 Barbalat 引理，可以证明上述控制器和参数辨识律能保证驱动系统与响应

系统之间的同步。与第 2 章及第 5 章相关章节的分析类似，令函数项 (1)
2 2( ) ( ( ),G Y G Y=  

(2) ( )
2 2( ), , ( ))m TG Y G Y 以及函数项 (1) (2) ( )

2 2 2 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))l TJF X JF X JF X JF X= 在同步流形

上线性独立，则未知参数ξ 与η 可辨识到真实值。 

值得注意的是，文献[94-95]中的不准确的理论结果可类似修正。 
 
另外， 近的一篇文章[96]讨论了带不同节点的不同结构整数阶复杂网络的自适应

同步与网络辨识问题。考虑如下的驱动网络与响应网络 

1 1
1

2 2
1

( ) ( ) .   1, 2, , ,

ˆ( ) ( ) .   1, 2, , ,

N
i i i i i i j

ij
j

N
i i i i i i j i

ij
j

x f x g x c Ax i N

y f y g y c Ay u i N

α

β

=

=

⎧
= + + =⎪

⎪
⎨
⎪ = + + + =
⎪⎩

∑

∑
 (6-7) 

对于 ix , iy , 1
if , 2

if , 1
ig , 2

ig , ijc , îjc 以及 A的含义和定义可见文献[96]。注意到 , imi i Rα β ∈ 是

未知的系统参数。定义网络的同步误差为 ( )i i ie y h t x= − ，网络同步误差为 
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2 1
1 1

( ) ( )

ˆ   ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

i i i i

N N
i i i i i i i i j j i i i

ij ij
j j

e y h t x h t x

g y h t g x c Ay c Ah t x h t x k eβ β α α
= =

= − −

= − − − + − − +∑ ∑
 (6-8) 

文献[96]的作者提出如下的控制器和自适应更新律 

2 2 1 1

1

2

( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ),

ˆ ( ) ,

( )( ( )) ,

( ( )) ,

( ) ( ) ,

( ) ,

i

i

i i i i i i i i i i i i i

i T j
ij

i i i T i

i i i T i

i T i

i i T i

u f y g y k e h t f x g x

c e Ay

h t g x e e

g y e e

h t x e

k e e

α

β

β α

α

β

⎧ = − − + + +
⎪

= −⎪
⎪

= − +⎪
⎨

= +⎪
⎪

=⎪
⎪

= −⎩

 (6-9) 

其中， i
i i ie
α

α α= − , i
i i ie
β

β β= − 表示参数的估计误差，而 iα 及 iβ 是未知参数 iα , iβ 的

估计值。对于上式，事实上与文献[93]的理论结果有着类似的缺陷，即将未知的系统参

数真实值应用到参数更新方程里了。 
作为对文献[96]的上述理论结果的修正，我们提出如下控制项 

2 2 1 1

1

2

( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ),

ˆ ( ) ,

( )( ( )) ,

( ( )) ,

( ) ( ) ,

( ) ,

i i i i i i i i i i i i i

i T j
ij

i i i T i

i i i T i

i T i

i i T i

u f y g y k e h t f x g x

c e Ay

h t g x e

g y e

h t x e

k e e

β α

α

β

⎧ = − − + + +
⎪

= −⎪
⎪

= −⎪
⎨
⎪ =
⎪

=⎪
⎪ = −⎩

 (6-10) 

构建正定的 Lyapunov 函数如下 

2 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2i i i i

N N N N N N
i T i i T i i T i i

ij
i i i i j i

V e e e e e e c k L
α α β β

= = = = = =

= + + + + +∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑  (6-11) 

将上式(6-11)沿着误差系统(6-8)求导，可得 

2 1
1 1 1

1 2
1 1

1 1 1

ˆ( ) [ ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ]

       + ( ( )( ( )) ) (( ( )) )

ˆ       + ( ) ( )

i i

N N N
i T i i i i i i i i j j i i i

ij ij
i j j

N N
i i T i T i i i T i T i

i i
N N N

i
ij ij ij

i j i

V e g y h t g x c Ay c Ah t x h t x k e

h t g x e e g y e e

c c c k L k

α β

β β α α
= = =

= =

= = =

= − − − + − − +

−

− + +

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑∑ ∑

1 1 1 1

  ( ) [ ( ) ( ) ] ( )

i

N N N N
i T j j i i T i

ij ij
i j j i

e c Ay c Ah t x h t x L e e
= = = =

= − − −∑ ∑ ∑ ∑
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1 1 1 1

1

  ( ) ( ) ( ) [( ) ]

  ( ) [( ) ]

N N N N
i T j i T i i T i T i i

ij
i j i i

N
T i T i T i i

i

e c Ae L e e e x e x

e Qe e x e x

= = = =

=

= − −

= −

∑∑ ∑ ∑

∑
 (6-12) 

其中， 1 2( ( ), ( ), , ( ))N T nNe e t e t e t R= ∈ , ( ) / 2TQ P P= + , nNP C A LI= ⊗ − 。注意到

1
( ) [( ) ] 0

N
i T i T i i

i
e x e x

=

− ≤∑ ，因此可通过选取足够大的正的常数 L，来保证对称矩阵Q是负

定的，从而进一步保证了V 的负定。同样，根据 Barbalat 引理，可推导得到当 t → ∞时，

有 ( ) 0ie t → （ 1 ~i N= ）。另外，根据 LaSalle 不变集理论， 大不变集M 为 

2

2

2 1
1

{( , , , , ) | 0, 0}

    {( , , , , ) |

ˆ                    0, ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) 0}

i

i

N m N N Ni i i i i
ij

N m N N Ni i i
ij

N
i i i i i i i i i j

ij ij
j

M e c k R e e

e c k R

e g y h t g x c c Ax

α β

α β

β β α α

+ + × +

+ + × +

=

= ∈ = =

= ∈

= − − − + − =∑

 (6-13) 

若函数项 2 ( )i ig y , 1( ) ( )i ih t g x  以及
1

N
j

j
Ax

=
∑ 在同步流形上是线性独立的，则所有的未知参

数 iβ , iα 以及网络拓扑 ijc 均能被辨识到真实值。 

6.2.2 线性独立条件的忽视 
由第 2 章、第 5 章以及本章上一小节的分析可知，相关函数项的线性独立条件对

于是否能成功辨识未知参数和拓扑是很重要的。当这个条件不能被满足时，辨识往往

不能成功。然而，有部分文献忽视了这个重要的条件。 
在文献[97]中，作者讨论了 Lorenz 系统与 Chen 系统之间的多切换同步（multi- 

switching synchronization）问题。两个系统分别描述如下 

1 1 2 1

2 1 1 1 3 2

3 1 2 1 3

( )x a x x
x c x x x x
x x x b x

= −⎧
⎪ = − −⎨
⎪ = −⎩

 (6-14) 

1 2 2 1 1

2 2 2 1 1 3 2 2 2

3 1 2 2 3 3

( ) ( )
( ) ( )

( )

i

i

i

y a y y u t
y c a y y y c y u t
y y y b y u t

= − +⎧
⎪ = − − + +⎨
⎪ = − +⎩

 (6-15) 

相应系统变量之间的同步误差为 11 1 1e y x= − ， 12 2 2e y x= − 和 13 3 3e y x= − 。作者设计

如下的控制器函数和参数辨识律 

11 11 2 2 1 1 2 1

12 12 2 2 1 1 3 2 2 1 1 1 3 2

13 13 1 2 2 3 1 2 1 3

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

u t e a y y a x x
u t e c a y y y c y c x x x x

u t e y y b y x x b x

⎧ = − − − + −
⎪

= − − − + − + − −⎨
⎪ = − − + + −⎩

 (6-16) 
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以及 

1 2 1 11

1 3 13

1 1 12

2 2 1 11 1 12

2 3 13

2 1 12 2 12

ˆ ( )

ˆ

ˆ

ˆ ( )

ˆ

ˆ

a x x e

b x e

c x e

a y y e y e

b y e

c y e y e

⎧ = − −
⎪
⎪ =
⎪
⎪ = −
⎨

= − −⎪
⎪

= −⎪
⎪

= +⎩

 (6-17) 

其中， 1 2~a c 是未知参数 1 2~a c 的估计值。事实上，当驱动系统与响应系统之间达到同

步 时 ， 我 们 有 1 1( ) ( ) |tx t y t →∞= ， 2 2( ) ( ) |tx t y t →∞= ， 3 3( ) ( ) |tx t y t →∞= 以 及

2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) |ty t y t x t x t →∞− = − 。因此在同步流形上，相关辨识函数项(6-17)并非是线性独

立的，比如 1̂b 与 2̂b 的辨识函数项 3x 与 3y− 在同步流形 3 3y x→ 不满足线性独立条件，对

于其余的未知参数 1a 、 2a 与 1c 亦是如此。故除参数 2c 之外，其余未知参数均不能被辨

识到真实值。我们采用了文献[97]相同的初值，进行了一组仿真计算。计算结果见图

6-1，与上述理论分析过程是相吻合的。 
另外，文献[98-99]的结果也忽视了 LI 条件。 
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图 6-1 线性独立条件不满足时动力系统未知参数的辨识(黑色虚线表示真实值) 

6.3 辨识函数的线性独立性 

考虑如下的驱动系统与响应系统 

( ) ( )
( ) ( )

x f x F x P
y g y G y Q U

= +⎧
⎨ = + +⎩

 (6-18) 

其中， , , ( ), ( ), ( ), ( )x y f x g y F x G y 都是一定维数的系统变量或者系统函数， ,P Q 是未知

的系统参数。设计如下的非线性控制器和参数辨识律使系统(6-18)达到自适应同步 

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ( )

ˆ ( )

T

T

U g y f x G y Q F x P Ke

Q Q G y e

P P F x e

⎧ = − + − + −
⎪⎪ = − = −⎨
⎪

= − =⎪⎩

 (6-19) 

其中K 是控制器项中的控制增益， Q̂、 P̂ 分别是未知参数的估计值。 

6.3.1 线性独立条件与持续激励条件 
在第 2 章 的注 2.2，提到 LI 条件与 PE 条件之间的关系，下面通过严格的理论证

明揭示两者之间的关系。首先给出持续激励的定义[57]以及一个有用的引理[100]。 

 
定义 6.1 （见[57]）函数项φ 是持续激励的，若存在正常数 1α ， 0α ， 0T ，使得 

0

1 0
0

1 ( ) ( )
t T T

t
I d I

T
α φ τ φ τ τ α

+
≥ ≥∫  (6-20) 

 
引理 6.1 （见[100]）考虑如下的系统 

1 1 2 2 1

2 3

( ) ( ) ( );   
( ) ( )

pe t h t e h t e
e t h t

⎧ = + ∈
⎨

=⎩
 (6-21) 
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若 
(i) 1 2 3lim || ( ) || 0; lim || ( ) || 0; lim || ( ) || 0;t t te t h t h t→∞ →∞ →∞= = =  

(ii) 1( )h t , 1( )h t 是有界的，且 1 ( )Th t 是持续激励的 

则 2lim || ( ) || 0t e t→∞ = 。 

 
对于系统(6-18)的自适应同步与参数辨识问题，其误差动力系统为 

 ( ) ( ) ( ) ( )
e y x

g y f x G y Q F x P U
= −
= − + − +  (6-22) 

代入控制器项U ，可得 

( ) ( )

( )

( )

T

T

e G y Q F x P Ke

Q G y e

P F x e

⎧ = − −
⎪⎪ = −⎨
⎪

=⎪⎩

 (6-23) 

对比引理 6.1 中的系统形式，将方程组(6-23)改写成式(6-21)的形式，其中 

1

2

1

2

3

,

[ , ] ,
[ ( ), ( )]

[ ( ) , ( ) ]

T

T T T

e e

e Q P
h G y F x
h Ke

h G y e F x e

=⎧
⎪

=⎪
⎪ = −⎨
⎪ = −⎪
⎪ = −⎩

 (6-24) 

通过 Lyapunov 稳定性及 Barbalat 引理，可证明 lim || ( ) || 0t e t→∞ = ；同理，我们有

2lim || ( ) || 0t h t→∞ = 且 3lim || ( ) || 0t h t→∞ = 。另外，因[ ( ), ( )]G y F x− 以及[ ( ), ( )]G y F x− 总是有

界的，根据引理 6.1 的条件，若需获得 lim || || 0t Q→∞ = 及 lim || || 0t P→∞ = （即参数的成功

辨识），其他唯一的条件是函数项 1 ( ) [ ( ), ( )]T Th t G y F x= − 必须是持续激励的。这从另一

个角度给出了辨识函数项的性质。 
令 ( ) [ ( ), ( )]G y F xφ τ = − ，考察函数 ( )φ τ 的持续激励性质 

2 2

( ) ( ) [ ( ), ( )][ ( ), ( )]
[ ( ) ( )]

T TG y F x G y F x
G y F x

φ τ φ τ = − −

= −
 (6-25) 

若某些函数项 iG 与 iF 有着相同的形式，即 ( ) ( )i iG F=i i ；当 ( ) ( )y t x t→ 时有

2 2[ ( , ) ( , )] 0i iG y t F x t− → ，此时激励水平参数 0α 不存在，即函数项 iG 与 iF 不再满足持续

激励条件，从而导致参数辨识失败。这从另一个角度解释了 6.2.2 节所举辨识例子失败

的原因。 
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6.3.2 线性独立条件不满足的典型情况 
一般而言，对于相关函数项 ( )T

iF x 与 ( )T
iG y ，如下情况可能导致其线性独立条件不

满足： 

I. 函数组 ( )T
iF x （或 ( )T

iG y ）收敛到 0，从而导致相应的未知参数 iP（或 iQ ）不能被

辨识； 
II. 驱动变量（或响应变量）的某些状态达到内同步，即当 t → ∞有 ( )( ) ( )i j j ix t x t≠→ （或

( )( ) ( )i j j iy t y t≠→ ）， 此 时 可 能 会 ( ( )) 0T
iF x t → （ 或 ( ( )) 0T

iG y t → ）； 或

( ( )) ( ( ))T T
i jF x t F x t→ （或 ( ( )) ( ( ))T T

i jG y t G y t→ ）； 
III. 驱动变量与响应变量达到同步，比如当 t → ∞ 时， ( ) ( )j iy t x t→ ；此时可能存在

( ( )) ( ( ))T T
i jF x t G y t→ ，即相关函数项在同步流形 ( ) ( )j iy t x t→ 上不再线性独立，导

致未知参数 iP 和 jQ 均不能被辨识。 
 
当存在上述情况时，则会导致相应的未知参数不能辨识或者辨识到虚假值，此时

需人为施加措施保证辨识函数的线性独立性，从而确保未知参数的正确辨识。 

6.4 保证线性独立条件的措施 

6.4.1 改变辨识函数项的结构 
在自适应同步过程中，当预测到在同步流形 ( ) ( )i jx t x t→ （或 ( ) ( )j iy t x t→ ）上有

( ( )) 0T
iF x t → 或 ( ( )) ( ( ))T T

i jF x t F x t→ （或 ( ( )) ( ( ))T T
i jF x t G y t→ ），此时可改变函数项的结

构为 ( ( ))T
iF x t ，从而重新检验新函数 ( ( ))T

iF x t 的线性独立性质，并 终保证未知参数 iP

能被正确辨识。我们用一组实例说明这种方法。 
考虑如下微分方程组描述的动力系统 

1 1 2 1 2 4 1

2 1 2 1 3

3 3 1 2

4 4 1 3 2 1

( ) ( )

( ) ( )

x a x x a x x
x cx x x x
x bx x x
x x x a x x

= − + −⎧
⎪ = − −⎪
⎨ = − +⎪
⎪ = − − + −⎩

 (6-26) 

上述系统是在文献[101]中作为参数辨识失败的例子所提出的。当系统参数选为

1 3 10a a= = , 8 / 3b = , 28c = , 2 6a = 时，能观察到 4 1 2 4 1(1 )( )x x a x x− = − + − 。因此在

t → ∞ 时，有 4 1( ) ( )x t x t→ ，即系统状态变量 4x 与 1x 之间的内同步导致辨识函数项

1 4 1( )F x x x= − 趋于 0。因此，即使未知参数 1 3, , ,a a b c 能被辨识， 2a 将会辨识失败。 

我们可改变函数项 1( )F x 的结构，例如更改为 1 4 1 2( )F x x x x= − + ，此时未知参数 2a 的

辨识律修正为 

2 4 1 2 1ˆ ( )a y y y e= − +  (6-27) 
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明显地，此时新的函数项 1( )F x 满足了线性独立条件。我们重新做了一组仿真，结

果如图 6-2 所示。从该图可看出，当改变辨识项的结构使其重新满足线性独立（或持

续激励）条件时，未知的系统参数可以被辨识到真实值。 

 
 (a) 原有的辨识函数的辨识结果; (b) 改变辨识函数结构的辨识结果 

图 6-2 函数项结构对参数辨识的影响 

6.4.2 改变系统状态函数 
有些情况下辨识函数项 ( )TF i （或 ( )TG i ）是固定且不能改变的，此时可通过在系

统状态方程施加额外信号来重新保证相关函数项的线性独立条件。这个措施相当于给

辨识函数增加额外的信息，从而有助于未知参数的辨识与收敛。假定函数项 ( )iF x 收敛

到稳态值或者与其他函数项在同步流形上线性依赖，我们可在状态变量 ix （或其他状

态）的演化方程中施加额外信号，即 

( ) ( )i i i i ix f x F x P ω= + +  (6-28) 

我们仍以上小节的例子为例说明。因 1 4 1( ( )) ( ) ( ) 0F x t x t x t= − → ，我们可在系统状

态 1x 或 4x 的演化方程中施加信号ω ，消除或者破坏 1x 与 4x 之间的内同步轨道 

1 1 2 1 2 4 1 1( ) ( )x a x x a x x ω= − + − +  (6-29) 

或者 

4 4 1 3 2 1 4( ) ( )x x x a x x ω= − − + − +  (6-30) 

在数值计算中，设 1 3xω = − ， 4 15ω = ，此时 1( ( ))F x t 的线性独立性将得到满足，未

知参数 2a 将会成功，从而使得辨识函数再次满足线性独立条件，原先不可辨识的未知

参数 2a 被成功辨识到真实值。数值计算结果（图 6-3）验证了这一点。 

6.4.3 改变同步轨道 
在驱动系统与响应系统中均有未知参数需要辨识时，可能会随着同步的发生，相

应的辨识函数项不再满足线性独立条件（如 6.2.2 小节所述的例子）。此时的一个简单



6  含未知参数的动力系统或复杂网络的自适应同步设计 

 48

的措施是变更同步轨道，使得原先线性依赖的函数项在新的同步流形上重新获得线性

独立的性质。 

 
     (a) 采用式(6-29)状态函数的辨识结果;      (b) 采用式(6-30)状态函数的辨识结果 

图 6-3 改变系统状态函数的未知参数辨识结果(黑色虚线表示真实值) 

以 Lorenz 系统为例，假设驱动系统与响应系统均是同结构的 Lorenz 系统（但其系

统参数值不相同），分别描述如下 

1 1 2 1

2 1 1 2 1 3

3 1 2 1 3

( )x a x x
x c x x x x
x x x b x

= −⎧
⎪ = − −⎨
⎪ = −⎩

 (6-31) 

以及 

1 2 2 1 1

2 2 1 2 1 3 2

3 1 2 2 3 3

( )y a y y u
y c y y y y u
y y y b y u

= − +⎧
⎪ = − − +⎨
⎪ = − +⎩

 (6-32) 

驱动系统参数真实值为 1 10a = , 1 28c = , 1 8 / 3b = ，响应系统参数真实值为 2 9a = , 

2 27c = ， 2 8 / 3 0.2b = + 。若定义同步轨道为 1 1
syny x⎯⎯→ , 2 2

syny x⎯⎯→ ， 3 3
syny x⎯⎯→ ，设

计如下的参数辨识律 

1 2 1 1

1 3 3

1 1 2

ˆ ( )

ˆ  

ˆ

a x x e

b x e

c x e

⎧ = − −
⎪⎪ =⎨
⎪ = −⎪⎩

 以及   

2 2 1 1

2 3 3

2 1 2

ˆ ( )

ˆ   

ˆ

a y y e

b y e

c y e

⎧ = −
⎪⎪ = −⎨
⎪ =⎪⎩

 (6-33) 

事实上，在同步流形有 1 1( ) ( )y t x t= , 3 3( ) ( )y t x t= 及 2 2( ) ( )y t x t= ，因辨识函数

2 1( )x x− − , 3x , 1x− 分别趋近于 2 1( )y y− , 3y− , 1y ，所有函数项均不满足线性独立条件，

导致所有的参数 1 2~a c 均辨识失败。 
我们做了一组数值仿真来验证上述分析参数更新方程的参数估计初值为

1 2ˆ ˆ(0) (0) 3a a= = , 1 2
ˆ ˆ(0) (0) 6b b= = −  1 2ˆ ˆ(0) (0) 2c c= = − . 驱动系统与响应系统状态变量
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的初值分别设为 1 2 3[ (0), (0), (0)]Tx x x  [2, 5, 1]T= − − ， 1 2 3[ (0), (0), (0)] [ 2,5,1]T Ty y y = − 。从

图 6-4 可看出，所有的未知参数 1 2~a c 均没有辨识到真实值。 

 

 

 
图 6-4 式(6-33)参数更新律的未知参数辨识结果(黑色虚线表示真实值) 

通过观察各个辨识函数项，若用响应系统状态 1y 同步驱动状态 1x ，则函数项 1x 与

2 1( )y y− 在同步轨道 1 2( ) ( )y t x t→ 上是线性独立的，从而未知参数 2a 可以 1c 被辨识出来；

进一步地，若选择状态变量 3y 与 1x 之间相互同步，则函数项 3y− 与 2 1( )x x− 在同步轨道

3 1( ) ( )y t x t→ 亦是线性独立的，从而未知参数 2b 和 1a 也能被成功辨识。对于剩下的两个

状态变量 2y 及 3x ，辨识函数项 1y 与 3x− 在同步轨道上 2 3( ) ( )y t x t→ 也是相互独立的，所
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以剩余的两个参数 2c 及 1b 亦能成功辨识。因此，通过上述分析，定义同步误差 

1 1 2 3 3 1 2 2 3, ,e y x e y x e y x= − = − = −  (6-34) 

根据式(6-19)设计控制器 

1 2 1 3 1 1 2 2 1 1 1

2 1 2 2 1 3 1 3 2 1 2 2

1 1 2 1 2 1 2 3 3 3

ˆ ˆ( ) ( )
ˆ ˆ

ˆˆ ( )

u x x x c x a y y k e

u x x y y y b x c y k e

u y y a x x b y k e

= − + + − − −⎧
⎪

= + + − − −⎨
⎪

= − + − + −⎩

 (6-35) 

以及参数更新律 

1 2 1 3

1 3 2

1 1 1

ˆ ( )

ˆ

ˆ

a x x e

b x e

c x e

⎧ = − −
⎪⎪ =⎨
⎪ = −⎪⎩

 以及   

2 2 1 1

2 3 3

2 1 2

ˆ ( )

ˆ

ˆ

a y y e

b y e

c y e

⎧ = −
⎪⎪ = −⎨
⎪ =⎪⎩

 (6-36) 

在数值计算中，选取控制增益 1 2 3( , , ) (2, 2, 2)K diag k k k diag= = ，其余的初值设置与

上文相同。从计算得到的图形（图 6-5）中可看到，通过变更同步轨道，所有的未知参

数都能被辨识出来。 
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图 6-5 变更同步轨道后的参数辨识结果 

6.5 本章小结 

在本章中，我们回顾了基于自适应同步的设计方法，对现有文献中的部分结果进

行了修正。我们重申了辨识函数的线性独立条件在未知参数辨识过程中的重要性，分

析了线性独立条件与持续激励条件之间的关系，以及这个重要条件不满足时的一些典

型情况。 后给出了保证线性独立条件满足的一些可行措施，通过几个典型的应用实

例和数值计算验证了分析与措施的有效性。 
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7   结论和展望 

7.1 全文总结 

本文对动力系统及复杂网路的同步控制以及参数辨识的几个问题进行了研究，主

要结果如下。 
(1). 研究了同结构与异结构的两个动力系统之间的 MFPS 同步问题，并将同步方

案推广到两个系统维数不一致的情形中，实现了系统的全状态的同步；当辨识函数满

足线性独立条件时，则驱动系统与响应系统中的未知参数均能被全部辨识出来。这一

部分的结果推广了部分文献中的已有结果。 
(2). 针对 近引起研究者兴趣的不同阶次混沌系统的同步问题，我们给出了一种

通用的同步控制器设计方法。基于分数阶微积分的运算性质，设计子控制器将该问题

转化为同阶次的整数阶或分数阶系统的同步问题；根据整数阶或分数阶线性系统的稳

定性理论，设计非线性控制器使得同步误差系统达到稳定，从而实现不同阶次的系统

之间的同步。这部分结果包含两部分内容：整数阶与分数阶混沌系统的同步，以及不

同阶次且结构不同的分数阶动力系统的投影同步。另外，我们还回顾了关于这个话题

的现有方法并做了评论。 
(3). 针对 近兴起的分数阶复杂网络的研究，我们提出了一种基于自适应同步的

分数阶复杂网络的辨识方法，从而推广了当前文献中关于复杂网络辨识的现有结果。

另外，我们还讨论了影响网络成功辨识的因素，发现过大的耦合强度以及过小的分数

阶阶次均不利于不确定分数阶网络的拓扑辨识。 
(4). 在第 6 章中，我们讨论了当动力系统或者复杂网络含未知参数时的自适应同

步设计问题。首先我们修正了部分文献中给出的含有缺陷的结果，并且重申了辨识函

数的线性独立条件的重要性。我们分析了线性独立条件不满足时的几种典型情况，同

时给出了保证辨识函数重新满足线性独立性质的措施，并辅以相应的例子加以说明。 

7.2 未来研究展望 

在研究过程中，作者认为后续的研究工作包括以下几个方面的内容。 
(1). 本文的研究属于理论层面的研究，一些实际的情况并未考虑进来。比如，在

实际场合中，动力系统存在状态时滞或扰动、复杂网络存在节点或耦合时滞、系统建

模存在不确定性等，如何针对这些实际情况设计可行或者鲁棒的控制器和参数辨识律，

也是有着重要研究意义的课题。 
(2). 复杂网络的同步与多智能体一致性（consensus of multi-agent systems）可在一

个更广的框架上进行研究[102]。多智能体一致性的研究因其鲜明的应用领域，在 近几
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年来引起了很多研究者的兴趣和注意，已经成为控制学科的一个研究热点[14-15]。未来

的研究也将扩展至这个领域中。 
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